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1 GITTER UND BLOCH-THEOREM

1.1 Laue-Bedingung

Man betrachte Streuung am Gitter. Exemplarisch sind als Gitterpunkte zwei schwarze Punkte
gezeichnet, die um einen Gittervektor R gegeneinander verschoben sind. Durch Streuung an den
beiden Gitterpunkten ergibt sich fiir die beiden ausfallenden Welle mit Wellenvektor k' der
Gangunterschied

6=6,+6, =Rcos6 +Rcosb'.
Schreibt man einen Wellenvektor als Produkt aus Einheitsvektor und Betrag, also

i 21 P 2w,
- T
wobei im Folgenden angenommen wird, dass die Streuung elastisch ist, also ' = A, so lasst sich der
cos 6 als Skalarprodukt schreiben und es ergibt sich

=N = A—) - - ! - - -
6=—R-n+R-n’=ER-(—k+k’)=mA e R- (k' — k) =2mm,

wobei fiir konstruktive Interferenz § = mA mit m € N gefordert wurde. Da aus der Definition des

reziproken Gittervektors K R

eil?ﬁ =1
folgt, dass
R-K=2mm

gilt, muss fiir konstruktive Interferenz die Differenz aus ausfallendem und einfallendem Wellenvektor
einem reziproken Gittervektor entsprechend. Das ist die Laue Bedingung:

k'—k=K.

1.2 Bragg-Bedingung

Man betrachte eine konstruktive Interferenz, die der Laue-Bedingung k' —k =K fir einen
bestimmten reziproken Gittervektor K genligt. Zu diesem K findet man immer einen Gittervektor R #
0 mit K- R =0, denn man wird fiir jedes feste K mit festen n; € Z mehrere Losungen von R-
Koeffizienten n; € Z finden, fiir die

- - _ - 7> _ 7> g _ ’ _ ’ _
K-R= (nibi) . (njaj) =nn;a; - b; = 2nnyn;é;; = 2mnyn; = 0



gilt. Da das Skalarprodukt verschwindet, liegen alle diese R in einer Ebene senkrecht zu K. Zu jedem
reziproken Gittervektor K gibt es daher eine Ebenenschar, die senkrecht auf Ksteht. DaK =k’ — k

sowie |E’| = |E| gilt, bedeutet dies, dass die Streuung bzgl. der Ebenenschar senkrecht zu K dem
Gesetz Ausfallswinkel gleich Einfallswinkel geniigt.

dsin@

Die Bragg-Bedingung betrachtet eine solche Ebenschar senkrecht zu K unter der Annahme
Ausfallswinkel gleich Einfallswinkel. Diese Annahme ldsst sich nicht nur - wie wir es gerade getan
haben - aus der Laue-Bedingung ableiten, sondern auch folgendermafien Begriinden: Zwei
Lichtstrahlen, die an zwei verschiedenen Atomen derselben Ebene streuen, haben einen
Gangunterschied, falls nicht Ausfallswinkel gleich Einfallswinkel gilt; der Gangunterschied in
untenstehender Skizze verschwindet nicht, da die blaue Strecke deutlich langer ist, als die rote.

/

Bei der Streuung an Atomen derselben Ebene kommt es somit nur zu konstruktiver Interferenz, falls
Einfallswinkel gleich Ausfallswinkel gilt. Zwar ware es denkbar, dass es auch in dem Fall, dass der
Ausfallswinkel nicht gleich dem Einfallswinkel ist, zu konstruktiver Interferenz von Lichtstrahlen
kommt, die an Atomen unterschiedlicher Ebenen streuen. Allerdings wird die destruktive Interferenz
von Streuungen an Atomen derselben Ebene immer dafiir sorgen, dass am Ende keine Intensitét
tibrigbleibt.

Mit der Annahme Ausfallswinkel gleich Einfallswinkel sieht man anhand obiger Skizze nun direkt, dass
der Gangunterschied der beiden Lichtstrahlen 2d sin 8 ist, sodass fiir konstruktive Interferenz sofort
nl = 2d sin @ folgt. Im Folgenden wollen wir aber noch sehen, wie wir diese Beziehung auch
mathematisch aus der Laue-Bedingung ableiten konnen.

Aus der Laue-Bedingung folgt wegen |E’| = |7€|, dass

k2= (R+Kk) =K>+ K>+ 2K - %

- - o 2
= K? =K :—ZK-k:Zchos(n—Q)=2K751n9

Flir die betrachtete Ebenenschar, ist der dazu senkrechte reziproke Gittervektor K nicht eindeutig; fir
einen kiirzesten Vektor I?O ist auch nl?o mitn € Z \ 0 ein reziproker Gittervektor, der senkrecht auf
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derselben Ebenenschar steht. Nun gilt (ohne Beweis!) K, = 2r/d, wobei d der Abstand benachbarter
Gitterebenen ist. Somit folgt die Bragg-Bedingung

2m 4w
n?=75in9 = nA = 2d sin 6.

1.3 Born-von-Karman-Randbedingungen
Die Fourierentwicklung

R N N m; -»
Y(@) = Z T, q =4y = Zﬁ'lbi-
- 1A

q i

erfiillt die Born-van-Karman-Randbedingungen automatisch. Dabei wird iiber alle ¢ = Gp,,; summiert,

die sich fiir verschiedene Dreier-Tupel {m;} = (in,, m,, m3) erzeugen lassen. Die Erfiillung der Born-
van-Karman-Randbedingungen lasst sich leicht zeigen:

N N i b -N;d; iq i2m N5
W + N;d,) = ZCaezq-(HNiai) — Z cqe {ml}r ZJN jNi _ Z cze {ml}r ZJN ij

q {m} {m;}

. S g . 5
l -7 12M—-N; i o i o 5
= Z cze Um) T "N = Z cze Umy) T pizmm; — Z C(jelq T =y(#).

{m;} {m;} q

1.4 Summe als Integral schreiben
Aus der Definition

S m; >
Amyy = Z N
i

folgt sofort, dass es in jeder Elementarzelle im reziproken Raum genau N verschiedene Vektoren § =
Ggm, liegen. Das Volumen einer solchen Einheitszelle ist?

(2m)*

'Qrez = T

In Q,, liegen also N Punkte ¢, somit steht jedem ¢ das reziproke Raumelement

Qe,  (2m)°  (2m)°
N NQ V

A3q =

zur Verfiigung. Somit folgt fiir irgendeiner Summe tiber g

1 Die Formel ist im Prinzip analog zur Formel fiir den Abstand benachbarter paralleler Ebenen einer Schar
mit Millerschen Indizes (hkl)
2m
|hby + kb, + Lbs|
Der reziproke Gittervektor hBl + sz + 153 steht dabei immer senkrecht auf dieser Ebenenschar.
2Sei Q = d; - (d, X d3) das Volumen einer Elementarzelle im realen Raum, dann ist

dpia =

(2 )
Qe = b1 (bz X b3) = ———(d, X d3); ((a3 X dp) X (dy x az))

2n)? 2n)?

= Q—(az X d3); EUk(a3 X a1) (dy X dy) = Q—(az X d3); €ijk€rim (d3 x al)]allaZm
—61151m_61m611

2n)? L Lo @m?® . . (2m)?

= Q—(az X d3); | (d3 X dy)jag;a,; — (A3 X dy)jayjay; | = F(az X d3)Qay; = q
=0
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3

o .. DA3q  A%go0 d3q
DID=Y (D gy — | G f@ = [ @U@,
q q

wobei wir d3q als Abkiirzung eingefiihrt haben.

1.5 Impulsintegral in Energieintegral umwandeln

Die Zustandsdichte im reziproken Raum oder Impulsraum ist fiir ein Kastenpotential (wie wir es bei
Metallen stets annehmen) konstant! g(§) =V/(2m)3. Per Definition ergibt sich daraus die
Zustandsdichte im Energieraum, falls die Energie nur vom Betrag von ¢ abhéngt, durch?

9(q) d*q = g(&) dE o 4mq? dq = g(€) dE.

|4
(2m)3
Falls nun zwar die Energie nur vom Betrag von ¢ abhingt, der Integrand jedoch nicht, ist dies dadurch
zu beriicksichtigen, dass d*q = dQ; q* dq anstelle von 47q? dq ist. Gleichwohl kénnen wir unsere
obige Formel fiir die Energie-Zustandsdichte im letzten Schritt einsetzen:
|4

37 — 3, —
d>q (2n)3d q

dQg q*dq =

4mq

1% 1%
(2m)3 (2m)3

1.6 Standard-Fouriertransformation
Die tibliche Konvention der Fouriertransformation ist

. d3q .
F@=[@rr@ et )= [ f@ e,

Man kann jedoch ohne weiteres ein V aus f(§) herausziehen, also f(§) — Vf(q) ersetzen, und man
erhalt

1 o d3q o
F@ =y [ @rr®e (o= [ G5V r@e.
—d3q

Wir werden diese Konvention benutzen, da sie den Vorteil hat, dass f(#) and f(g) von der gleichen
Dimension sind.

Kommen wir nun zu den §-Funktionen. Wir wissen, dass
1 3 id-7 -
v d’re " ~ §(q),

denn fiir ¢ = 0 ist das Integral unendlich und fiir § # 0 addiert das Integral alle Punkte auf einem
Einheitskreis in der komplexen Ebene auf, was null ergibt. Die Fouriertransformation von f(#) = 1 ist
also proportional zur §-Funktion, f(§) = ¢6(g). Den Proportionalitatsfaktor c, finden wir, indem wir
Konsistenz mit der Riicktransformation fordern:

f Fas@) et =S o =D
2n)3/v v

f@A=1 —fd3q c5(4) el =¢

1
@ (@m)* /v

1 Im Skript von Prof. Shnirman wird die Zustandsdichte stets pro Volumen definiert, sodass g(§) =
1/(2m)3. Das Fehlen von V pflanzt sich auch auf die Zustandsdichte der Energie fort. Es gilt also stets
g(g) =V gShnirman(g)-

2 Oftmals ist die Zustandsdichte auch exklusive des Volumens V definiert; so auch im Shnirman-Skript. In
diesem Fall wird das V nicht in das g(&) absorbiert, sondern verbleibt als zusétzlicher Faktor im
Endergebnis.
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Also gilt

L(os gr_ Cm° 3, ,—iG7 3eca
v dre T = v 6(q) s d’re 7 = (2m)°5(q).

Offensichtlich folgt daraus sofort

d3g eld™ = 4 d3g eld™ = 4 21)38(7) = V(7
167 = s [ @08 = o @ns() = VE(),

1.7 Fouriertransformation fiir diskrete Impulse

Wie wir in Abschnitt 1.4 gesehen haben, konnen wir fir diskrete ¢, wie sie unter Born-van-Karman-
Randbedingungen auftreten, das Integral der Riicktransformation unserer Standard-
Fouriertransformation in eine Summe umschreiben:

O = [@ar@ e = f@ e
q

An der Hintransformation adndert sich dadurch nichts. Allerdings wollen wir nun f(§) fir f(¥) = 1
nicht mehr als §-Funktion, sondern als Kronecker-Delta schreiben, schliefilich haben wir nunmehr
eine Summe tliber ¢ und kein Integral mehr. Wenn wir

. 1 s
F@ =y [ dremi = 5y
schreiben, bekommen wir die konsistente Riicktransformation
F) = Z 840 €7 = 1.
q
Umgekehrte, wenn wir fiir £(§) = 1

@) =) e = Vs

q

schreiben, bekommen wir die konsistente Hintransformation

1 o
(@ = vf d3rVé(#)e T =1,

1.8 Fouriertransformation fir gitterperiodische Funktionen
Fiir eine in R periodische Funktion, d. h. mit f(#+ ﬁ) = f(#) folgt

f@=y [ @rpa@y e = 7 [ @rp@) e - emiaRpg)

Dabei haben wir beim zweiten Gleichheitszeichen die Integrationsvariable # — 7 + R geshiftet und die
Periodizitit von f(#) ausgenutzt. Alle ¢ mit e~k = 1 sind per Definition reziproke Gittervektoren (3 .
Fir g # (j gilt daher immer el % 1 und die einzige Moglichkeit, obige Gleichung zu erfiillen, ist
f(g) = 0. Fur gitterperiodische Funktionen bleiben also nur die Fourierkomponenten der reziproken
Gittervektoren erhalten. Aus den Formeln der Fouriertransformation fiir diskrete ¢’s folgt somit
sofort!?

1 Das Integral iiber das gesamte Volumen V kdnnen wir als Summe iiber Integrale iiber alle Elementarzellen
Q schreiben:
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~ 1 0.7 —. L=
F@) =5 [@rf@e e, f@)=) 7(@) e
¢

Dass die Vorfaktoren V in [ d3r e~i0T = Vé5, und 2(3 eil7 = VS5 (7) so stimmen, lasst sich wieder

einfach iiber Selbstkonsistenz zeigen:

- 1 =gy =
fH=1 = f(Q)= Vf d*re @7 =55 = f@= Z 80 €107 =1,
q

B} o
f@=1 = =) el=vo@® = f@)=y[Erve@me =1,

Q

1.9 Fouriertransformation flir Funktionen von Gittervektoren

Hangt eine Funktion nur von Gittervektoren R ab (und nicht von beliebigen Orten 7), so ist sie
periodisch in Q. Dies ist der umgekehrte Fall zu in R periodischen Funktionen; dort hingen die
Fourierkoeffizienten nur von (j (und nicht beliebigen reziproken Vektoren ¢ ) ab. Die

Hintransformation im jetzigen Fall entspricht daher der Riicktransformation im Fall ﬁ-periodischer
Funktionen:

F@ =) f(R)e 7.
R
Fir f(ﬁ) =1 folgt

@ =) emiTR = Nog,

R

denn fiir ¢ # 0 heben sich alle Summanden, die Punkten auf dem komplexen Einheitskreis
entsprechen, gerade auf und fiir § = 0 entspricht die Summe der Anzahl der Summanden, also der
Anzahl an Gittervektoren, also N.

Wegen e~@F = 1 gilt offensichtlich £(§) = f(G+ 6) Daher geniigt es, nur iiber ¢’s aus der ersten
Brillouin-Zone zu summieren (analog zur Fufdnote auf Seite 12).

Wegen dem N vor dem obigen Kronecker-Delta, brauchen wir, um Konsistenz zu erzielen, bei der
Riicktransformation einen Faktor 1/N:
o3 1 ) pid R 1 ig-R
1=f(R)=N2f(q)e :NZ Nogo e' TR,

G€1.BZ G€1.BZ

Genauso gilt natiirlich fiir f(§) = 1

(@) = % f &r f(7) e™07 = %Z fﬂ &r f(7 + R) e~ 00+ = %Z L r () o107
1 . R R
= &) e F@ e

Dabei haben wir die Periodizitit von f sowie emi0F = 1 ausgenutzt, sodass das Integral von R unabhiingig
wurde. AnschliefSend haben wir };z1 = N und V/N = Q verwendet.
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denn es gibt N Vektoren ¢ in der ersten Brillouin-Zone (unter Born-van-Kiarman-Randbedingungen).

1.10 Zerlegung einer Symmetrieoperation

Man betrachte eine beliebige Symmetrieoperation S. Angewendet auf den Gitterpunkt im Ursprung
ergibt sich wieder ein neuer Gitterpunkt R =50,da S eine Symmetrieoperation fiir das betrachtete
Gitter ist. Sei Ty eine Translationsoperation um R, dann gilt 0= Tﬁ_lS(_j. Also ist Tﬁ_lS eine

Punktsymmetrieoperation (d. h. eine Operation, die mindestens einen Gitterpunkt unverandert lasst).
Da man S schreiben kann als

S =Tx(Tz*S)

lasst sich S in eine Translation und eine Punktsymmetrieoperation aufteilen.

1.11 Eigenschaften des Translationsoperators
Der Translationsoperator ist unitar, das heifdt T = Tg ,da
(a[Taba) = [ @ i@ T e = [ @r yi@ e +R) = [ @@rpi( - R) s 0)
= [ @ (17 @) ) = (T )

Dabei wurde verwendet, dass offensichtlich Ty ! = T_; gilt. Der Translationsoperator kommutiert
ferner mit dem Hamilton-Operator, da

TzH®W(E) = HF + R)Y(7 + R) = HAOTxp(@),

wobei verwendet wurde, dass der Hamilton-Operator H = p?/2m + U(#) periodisch in den
Gittervektoren ist, was der Fall ist, wenn U (¥) diese Periodizitit besitzt.

Zudem bildet der Translationsoperator T fir alle R aus einem Bravais-Gitter eine abelsche Gruppe,
denn die entsprechende Menge {T'3}

ist abgeschlossen, TzTw = Tr.i € {Tz}
besitzt ein neutrales Element, T; € {Tﬁ},
sowie ein inverses Element, T:' =T_z € {Tz}.

1.12 Beweis des Bloch-Theorems

Da [Tﬁ,H] = 0, existiert eine gemeinsame Basis 1 aller Translationsoperatoren und dem Hamilton-
Operator mit

HyYy = EY, Ty = czy.
Aus TzT = Tg,z und Tg" = T folgt fiir die cz'st

CxCgY
T=T= = R'"R = - C= = C= =
’TrY {Tmﬁ'll’ = g CR'CR = CR+R"

1 Wir benutzen hier Tgl[) = cz1p. Dies konnen wir mit [ dv y*y folgern aus
ci= | avyTaw= [ av (riw) v,

Denn der letzte Ausdruck gibt genau dann wie gefordert cy, falls Tglp = cz.
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Y= TﬁTglp = czcg o x| = 1.

Somit kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit ¢z, = e?™i fiir irgendein x; schreiben. Wir
. . . n;
beginnen nun bei cz und nutzen zweimal czrcg = ¢z, g, um daraus I1;c;' zu machen:!
3

jdj — pikR

1]

= L o =TI. L o= T1.~ — p2mingx; — ixi5i~n
Cg = Cna; = UiCng, = chﬁz =e =e

wobei @; - t_))] = 2md;; verwendet und k= xiBi definiert wurde. k spielt hier die Rolle der Quantenzahl

des Translationsoperators. Es gibt also fiir jedes k ein Eigenwert-Eigenfunktion-Parchen:

Tgyg = eik'Rl[JE.
Im allgemeinsten Fall wird diese Gleichung gelost durch

Y@ = eF Ty (),
mit irgendeiner Funktion uy; (7)) = uy (7 + R), die periodisch im Gitter ist, wie sich leicht zeigen lasst:

Tﬁl/)z(?) = lp%(f‘) + R) = eik'(F+R) uz(? + R) = eik~R¢7€_

N—_———_—_—
=uz ()

Und wegen [Tﬁ, H] = 0 sind diese Wellenfunktionen auch Eigenfunktionen des Hamilton-Operators.

1.13 Schrodinger-Gleichung fir Bloch-Koeffizienten
Wie in (>1.3) gezeigt, erfiillt die Fourierentwicklung

- id-v - ml_)
q : Ni i

=

q

automatisch die Born-von-Karman-Randbedingungen. Das in R periodische Potential U(#) l4sst sich
ebenfalls fourierentwickeln, wobei nur {iber reziproke Gittervektoren summiert werden muss (>1.8):
2\ _,iQ-F L 3 > ,—iQF
U(r)—ZUQe , UQ—QJ d*rU(r)e .

b Elementarzelle

Die Formel fiir U 5 entspricht der inversen Fouriertransformation, geschrieben als Integral, wobei nur

liber eine Elementarzelle integriert werden muss, da der Integrand periodisch in den Elementarzellen
ist. Da U (¥) reell ist, gilt auch U% = U_g. Einsetzen in die Schrodingergleichung liefert

a2
Ez czeld7 = (——Vz + U(r))Z czeldT = Z Zq—caelq "+ Z Ugcgel(@+a)7
q q
P .
— L plqTr - plq T
= z m cge + Z UQcﬁ_Qe B
q Q

N —

wobei in der G-Summe des letzten Terms g — ¢ — Q ersetzt wurde. Da die Exponentialfunktionen
vollstandig sind, gilt nun auch

1 Bei doppelten Indizes wird hier wie tliblich die Einsteinsche Summenkonvention verwendet, es sei denn,
tiber den Index wird explizit (gekennzeichnet durch I1;) multipliziert.
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q>2
(E - ﬁ) Cﬁ = Z Uacﬁ_a.
q

1.14 Schrédinger-Gleichung flir Bloch-Zustdande

Die angegebene Schrodinger-Gleichung fiir die Bloch-Zustinde u,, 3 (7) ist dquivalent zu jener fur die
Koeffizienten cz , 5. Wir zeigen dies riickwdrts, indem wir die Fourierentwicklung der Bloch-Zusténde

u, z (@) = z Cerge’?”

=3

in die Schrédinger-Gleichung einsetzen:

1 - 2 N > 2
(Eu =5 (8 = i9) 55 = UG,

1 - .2 PR - -
& (En; —%(k —iv) )Zczﬂje“?r = Z Uge'? TZcmae‘QT

q Q' q
= 15~—i(§+*)2 59T =Y Ugicy, 5e @+
nk " om Q) )erege™ = Q'Cr+q®
q Q'
= E _L(E_F_’)Z L _iQ7F UsiCo = = iQ-#
nk 2 Q Cr+Ge = 5'Ck+5-G'€
q Q'e

1.15 Normierung der Fourierkoeffizienten von Bloch-Funktionen
Aus der Normierungsbedingung fiir die Bloch-Zustinde folgt
r 1

1 * - -
6nnl6%%/ = V(lpn'%h/)nr}/) = Vf d3r ll]nj(v (7") ll)nr'%/(')")

1 A YW 6 AW 1A W 1 SR T ORI 2
= VZ Crieng Cnrir gy € CHOT )7 = VZ Criag Cnriiragy € TR Q)7
oq’

Da I_é, I_é' € 1. BZ, folgt 67€+@E'+5' = 67575'665' und somit

! % *
5nn15§w = 5%%/ Z anc'_'_é CTL’,E’+6’ 5@'5/ = 6}%/ Z CH,E+Q’ Cnl}_'_a.
Q

Dabei haben wir einmal k' - k ersetzt, da fiir den Fall k' # k der komplette Ausdruck wegen dem

Kronecker-Delta &3, ohnehin verschwindet. Somit folgt

C' o Cim =0,
nk+0 Cn/k+G = Onn’:
¢

1.16 Vollstandigkeit der Fourierkoeffizienten von Bloch-Funktionen

Wir fordern zunachst, dass die Bloch-Zustande vollstandig sind und setzen die Fourierzerlegung ein:
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- - '1 * - - 1 * —i(k+0)-7# i(k+0")-#'
G EE D W G PO S WS GOk
n,

vV
nkel. BZ kE1.BZQQ'

Wenn wir nun die Relation

C* C. > = =6ﬂﬂ
nk+Q “nk+Q’ QqQ’

n

hétten, wiirden wir daraus Folgendes erhalten:
6(?’ _ F) ; l S== e—i(%+6)~? ei(%+5’)~f" — l ei(%+6)-(‘?’—‘7‘)
V L L0 V. a '
ke1.BZ QQ’ ke1.BZ Q

Wihrend der Summen iiber § und k € 1.BZ wird der gesamte reziproke Raum abgedeckt. Wir
konnen somit die beiden Summen in ein Integral iiber den kompletten reziproken Raum {iberfiihren,
wie in Abschnitt 1.4:

1 — e o 1 d3k PR
202 — 3 ik-(7'-7) — — ik-(F'-7) — 202
o' —7) Vfd ke 7 —(Zn)3/Ve o(F' —71).

Somit brauchen wir obige Relation der Fourierkoeffizienten, um die gewiinschte Vollstandigkeit der
Bloch-Zustédnde zu erhalten.

1.17 Strukturfaktor

Mit der Fouriertransformation aus Abschnitt 1.5 fir in R periodische Funktionen folgt fiir den
Fourierkoeffizienten des Potentials U (¥)

1 =01 =, 1 g -
Ug = Vfd3” U@ e 97 = ﬁf dAru@@) eT = 5] d3re=i07 Zqo(?—R —dy)
Q Q =
R,i
1 = 1 .
= ﬁf d3re~ter Eq)(?— d;) = ﬁf d3r Ze—lQ~(r+ai)q,(,-:)
i i
1 g [ g3y pmiGF oy — L
=aZe L dr e o) = 55595
i

Man beachte, dass Integrale ohne ,Index“ iiber das gesamte Volumen V gehen und solche mit Index Q
nur iber eine Elementarzelle. Die Umformung des zweiten Gleichheitszeichens ist giiltig, da der
Integral periodisch in den Elementarzellen ist.
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2 ELEKTRONEN IN FESTKORPERN

2.1 Formel fur Fourierkoeffizienten der Bloch-Zustande

- -
Wenn wir die reziproken Gittervektoren durchnummerieren, sodass Q = Q,, gilt fiir die
Energieniveaus im leeren Gitter

E.% =—(k+Qn)

und fiir die Schrodinger-Gleichung

1 - o {2
(En,ﬁ - ﬁ(k + Qm) )Cn,ﬁﬂjm = 0.

Fir n = m verschwindet die Klammer, fiir n # m jedoch nicht; in diesem Fall muss also der
Koeffizient verschwinden, also ist

Cn’z+6m ~ 6nm-

Nehmen wir einen allgemeinen Proportionalitdtsfaktor A an, der von n und k + am abhdngen kann
und setzen dies in die Normierungsrelation aus Abschnitt 1.9 ein:

! % *
Opn' = Z Conk+d Cn'k+G = Z Cnk+G, Cn' k+0m Z A (Tl k+ Qm) A(n k + Qm) SnmOnm

=4 (nk+Qn)A(n K+ Q) Syt = A* (nk+Qn)A(n K+ Qn) Sy
e |A(nk+3Gy)| =1

Somit kann der Proportionalitidtsfaktor A maximal eine Phase sein. Eine solche Phase wird sich bei
unseren noch folgenden Rechnungen jedoch nie auswirken. Daher wahlen wir der Einfachheit halber
A=1

2.2 Fast-freie Elektronen — Nicht-Entarteter Fall
Die ungestorte Energie fir U(#) = 0 betrug

1 - .2
o _ -
€ =5 (k+ Q)
und die Zustdnde nahmen aufgrund von c,, R = = §pm die Form

lpnﬁ(?) — ezk-run}(?) — elk-rz Cn,ﬁ+5melQm.T - ezk.rz 8 meldnT = ei(k+Qn) T
m

m
an. Die nicht-entartete Storungstheorie liefert fiir die erste Ordnung einen unwichtigen konstanten
Energie-Shift um den Mittelwert des Potentials U: 1

(€Y)
En,k

1 1 o | _
) = V(¢n,z|U|¢nk> = Vf d3r e~ i(K+Qn) T [ (7) ei(k+Qn) T = Vf Bru@) =0

Diese Ordnung wird im Folgenden nicht beriicksichtigt. In zweiter Ordnung folgt

1 Da wir die Bloch-Zustinde auf V normiert haben, brauchen wir hier auch einen Faktor VV ~1; anderenfalls
stimmen auch die Dimensionen nicht.
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o Z'V Yol Ul ZIM
(0) (0) (0) (0)’

m#n m#n n %

wobei verwendet wurde, dass

V(lpnﬁ'l]'lpmk fdg’r e‘l(k+Qn) r U(T) el(k"'Qm fd3r e —i(Gn—Cm)7 U(T‘) U* G,

Ug ist der Fourierkoeffizient von U ().

2.3 Fast-freie Elektronen — Entarteter Fall
Die beiden Energieniveaus

1 - 1 - 5.2
©_ 1z © _ _
“0f “am Gk~ gm @)

stimmen im eindimensionalen Fall, fiir den 51 = 2m/a gilt, flr Kk~ m/a etwa iiberein. In diesem
entarteten Fall entsprechen die Energiekorrekturen den Eigenwerten der Matrix

l((lpo,ElUWo}) (¢0,E|U|¢1,7€)>=< u U60_—61)
<¢1,§|U|¢0,%> <¢1,%|U|¢1,%> u u ’

wobei die benotigten Matrixelemente bereits in (>2.2) berechnet wurden. Die Eigenwerte ergeben
sich zu

@:1-Qo

e =0x|us 5|

Ignoriert man wieder den unbedeutenden Energie-Shift U, erhalt man

2.4 Zusammenhang mit der Laue-Bedingung — Bragg-Ebene
Eine Entartung ist fiir genau solche k moglich, fiir es Gittervektoren an, am gibt mit
- - 2 - — 2
(k+0Qn) = (k+Qm) -

Dabei ist k € 1. BZ. Wir definieren Gn = k+ an und é)nm = é)n - é)m und schreiben
N N - — — — 2 N - 2 N N - -
qrzlzqrzn (k+Qn+Qm_Qn) =(Qn+an) :qu+ZQn'an+Q1¥nn
= 5727111 = _Zc_l)n : 6mn'

Aus der Laue-Bedingung bekommen wir analog (siehe (>1.2))

—

K2 = 2K -k,
wobei k der einfallende Wellenvektor und K irgendein reziproker Gittervektor ist.

Wir multiplizieren beide Seite mit 1/4 und schreiben die Gleichung als

2

1 — 1 — N
(Ean) =Zan'Qn'

Fiir ein Skalarprodukt gilt @ - b = |d@| - bz, wobei b; der Anteil des Vektors b in d-Richtung ist. Wir
konnen die linke Seite also folgendermafien schreiben:
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1 - 2 1 g
(E an) = |E Qmn| - DG

Diese Gleichung ist erfiillt, wenn der Anteil von ¢, in amn-Richtung, den wir hier als G, g,,, notiert

haben, gerade gleich |§mn/ 2| ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn ¢,, auf der mittelsenkrechten

Flache von (jmn liegt.

q
60/ L To .

|Gmn /2|

Diese Mittelsenkrechten sind immer genau die Brillouin-Zonengrenzen.

Beispielsweise folgt fiir den Spezialfall n = 0 und m = 1 mit der Konvention 60 = 0 sowie 61 = 1?0,
wobei I—()O der kiirzeste reziproke Gittervektor (ungleich null) sei, dass G- = k und (310 = I—()O. Die
mittelsenkrechte des kiirzesten reziproken Gittervektors I—()O ist gerade die erste Brillouin-
Zonengrenze. Falls k also auf der ersten Brillouin-Zonengrenze liegt, sind die Energien entartet.

2.5 Wannier-Funktionen
Fiir die Wellenfunktion ist aus Abschnitt 1.7 bekannt, dass

Y@ = e T, 2 (),

wobeiu, 3 (7) periodisch in R ist. Daraus folgt

W, 7(F— R) = e ®Fy (.

Setzt man nun riickwarts die Definition der Wannier-Funktion in den Ausdruck fir die Wellenfunktion
ein, erhalt man

V=R =) O =R =5 3 )

R k'€l.BZ R k'€l.BZ

= Z S Yrer () = 3 ().

k'€1.BZ

Dies war zu zeigen.

2.6 Schrédinger-Gleichung mit Wannier-Funktionen

Man betrachte einfachheitshalber einen Kristall, der nur ein Atom pro Elementarzelle besitzt. In
diesem Fall hat das Potential die Form

U@ =) o -F),

R

wobei ¢ das Potential eines einzelnen Atoms ist. Driickt man aufierdem die Wellenfunktionen durch
die Wannier-Funktionen aus, folgt aus der Schrodinger-Gleichung

—> 1 - =g —
B = =5V + Z o(F = R') |1,z ()
R
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PN E.z ei%-ﬁwn(; _ ﬁ) — —%VZ + Z go(? _ ﬁ’) Z eiﬁ.ﬁwn(; _ ﬁ)

R Ry R
Die Summe iiber R’ geht nun ebenso liber alle Gittervektoren wie die Summe iiber R. Speziell sind jene
Summanden, fiir die diese beiden Gittervektoren identisch sind. Man betrachte diese Summanden
daher getrennt von denen, bei denen diese beiden Gittervektoren unterschiedlich sind:

= E. % ei%‘ﬁwn(? - ﬁ)
R
N G A T S W G AT )
R R R'#R
Sei nun

— 1 —
Hy(R) = —=—V2+ (7 —R
0( ) om ‘P(T )
der Hamilton-Operator eines einzelnen Atoms am Ort R sowie
AU(F,R) = U@ - o(F —RK) = ) o(F - F),
R'#R
so gilt fiir die Schroédinger-Gleichung

Bz ) e Rwn (7= R) = ) Ho(R)e® (7 = R) + ) AU(T,R) e Fw, (7 - R).
R R R

2.7 Linear Combination of Atomic Orbitals (LCAO)

Im Rahmen des Tight-Binding Models ist es anschaulich klar, dass sich die Wellenfunktion nicht allzu
sehr von den atomaren Wellenfunktionen unterscheiden kann - und das auch nur fiir ausreichend
hohe Energien. Die einzigen Elektronen, die nicht fest an das Atom gebunden sind, sind - so die
Annahme - die Valenzelektronen. Die Elektronen in den inneren Schalen befinden sich
ndherungsweise in rein atomaren Zustanden. Zustinde mit sehr hohen Energien werden ohnehin nie
besetzt. Interessant sind nur jene Zustdnde dazwischen, die manchmal besetzt und manchmal frei sind.
Wie viele Zustdnde man als ,interessant” betrachten mochte, hangt von der geforderten Genauigkeit
der Naherung ab.

Man wahle M ,interessante” Zustande (pro Elementarzelle) aus, die die (als bekannt vorausgesetzten)
atomaren Wellenfunktionen ¢,,(¥) mit m = 1,...,M besitzen. Diese sind Eigenfunktionen des
atomaren Hamilton-Operators

Ho(R) ¢ (7 = R) = Eqmdm (7 — R).

Man mache nun fiir die Wannier-Funktion den Ansatz

M
Wn(F) = Z bnmd’m(?)'
m=1

woraus fiir die Schrédinger-Gleichung folgt
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<

En} e”ﬂc Z nmd)m(r R)

i m=1

M M
S D (Eni— Eom)bun ) ¥R (F=K) = > bum Z AU(F, R) e ¢, (7 — R).
m=1 R m=1 R

Man multipliziere nun mit ¢;(7) und integriere anschlieRend bzw. projiziere auf (¢;(7)|. Von den

vielen Summanden auf der linken Seite ist nun einer besonders, nidmlich jener mit R = 0. In diesem
Summanden erhéilt man (¢;(#)|¢,, (¥)) = 8,,;- Wenn man diesen speziellen Term herauszieht, bleibt

eine Summe iiber alle R # 0 ibrig:

M
= Bz Fodbu+ ) (Buz = Eom)bum ) e*F (01D m (7 - B))
m=1

R#0 =1 (R)

M
= bun Y eFR (B DAV R) (7 - F))

=

m=1 R =:hlm(§)

M M
& (B Eodbut ) (Byi = Eom)bum ) %% hn(R) = > by Y ey (R).
m=1 R

m=1 R#0

Dies entspricht einer Matrix-Gleichung
Ab, =0, A€C™M, b, = (byy, ., bpp)

die nur gelost werden kann, falls detA = 0. Da A eine M X M -Matrix ist, gibt es M verschiedene
Vektoren En mitn = 1, ..., M, die Schrédinger-Gleichung 16sen. Man bekommt also M Bander.

2.8 Ein Orbital pro Elementarzelle
M ist die Anzahl an ausgewdhlten, ,interessanten“ Zustdnden pro Elementarzelle. Bei einer

zweiatomigen Basis, bei der fiir jedes Atom ein Zustand im ,interessanten” Energiebereich liegt, ist
alsoM = 2.

Im einfachsten Fall, in dem pro Elementarzelle nur ein Orbital betrachtet wird, also M = 1, braucht
man keine m- bzw. [-Indizes zur Unterscheidung. In diesem Fall gibt es auch nur eine M = 1 Losung
der ,Matrixgleichung”, das heifdt auch der Index n ist iiberfliissig. Die Gleichung aus (>2.7) vereinfacht
sich damit zu

(E; — Eo)b + (E;, — Eo)b Z e®RI(R) = bz e Rp(R)
R

R+0

xR iz'ﬁh(l_?)) 1<
= E-=E,+ + ik- Rh R
KT Ty e RI(R) Fo Z (%)

2.9 Alternative Herleitung zum Tight-Binding Model
Man wiahle erneut pro Elementarzelle M atomare Zustdnde und indiziere sie mit einer Quantenzahl
m =1, ..., M. Alle ausgewahlten Zustdnde aller Elementarzellen kann man nun als |§, m) notieren.
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Im letzten Schritt von (>2.8) wurde das Integral I vernachlassigt. Fiir M > 1 entspricht es dem
Matrixelement

Ilm(ﬁ) = (O,l ﬁ, m) bzw. Imfm(ﬁ - ﬁ’) = (ﬁ’,m’|ﬁ, m).

Fiir diese alternative Herleitung wollen wir derartige Matrixelemente fiir R-R #0 gleich von
Beginn an Vernachlissigen mit der Begriindung, dass der Uberlapp von Wellenfunktionen gering ist,
wenn sich deren Zentren mindestens einen Gittervektor voneinander entfernt befinden. Wir nehmen
also an, dass es nur dann einen hinreichenden Uberlapp gibt, wenn man zwei Zustinde am selben

Gitterpunkt R = R’ betrachtet - und dort sind die atomaren Wellenfunktion orthogonal. In Formeln
bedeutet dies

(}_?)’,m’|l_2), m) = Op'g0mm'-

Wir wollen nun den Energieunterschied von einem Kristall zu einem atomaren Zustand durch einen
Hopping-Hamilton-Operator beschreiben, der wiederum den Ubergang eines Elektrons von einem

Zustand |§1, m, ) in einen Zustand |ﬁ2, m,) beschreibt:!

H R, —R;)cl

H = tmlmz( 1 2) Cﬁzlmzcﬁl.ml'
Ry,R,
my,my

Die Koeffizienten tmlmz(ﬁl —ﬁz) enthalten die Energien und Wahrscheinlichkeiten fiir all die

Uberginge und werden in aller Regel experimentell bestimmt (obwohl die Formel am Ende der
Herleitung in (>2.10) nahelegt, dass diese Koeffizienten eine dhnliche Rolle wie das h aus (>2.8)
spielen).

Wir wahlen erneut einen LCAO-Ansatz fir die Wannier-Funktionen:

M
lpnfc'(?) = Z eiﬁhﬁwn(i; - 1_?)) = Z ei%ﬁ Z bnm|f€' m)
R m=1

R
Setzt man diesen Ansatz in die Schrodinger-Gleichung des Hopping-Hamilton-Operators ein, erhélt
man

E, ¥,z (@) = Hyp, 2 ()

ik-R o]
N E.; ) €% Fby,|R,m)
Rm
_ 5 _p ).t . ik-R B
= Z tm,m, (R — R>) €% m, CRumy Z e*Rp,m|R,m)
R1.R; Rm
my,m;
ik-R 5 _ 3 5\ ,ik-R D
= Enjc' e zb‘l’lmleZ’ m2> —_— Z tml,mz(Rl - Rz) e lbnmlle; mz).
ﬁz-mz ﬁl,ﬁz
my,m;

In der zweiten Aquivalenzumformung wurden links einfach die Summationsvariablen umbenannt
und rechts ausgenutzt, dass

Ciiym, |[Rm) = 8 16m,ml0)  sowie  cf | 0) = |Ry,ms,)

1 Wir schreiben den Hopping-Hamilton-Operator hier mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ¢’
und c. Damit greifen wir ein wenig vor; formal werden diese Operatoren erst in Kapitel 8 eingefiihrt.
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gilt. Projiziert man diese Gleichung nun auf (ﬁ,m| erhdlt man (unter Umbenennung der

= =
Summationsvariablen R; - R’ und m; » m’)

En,fcbnm = z tm’m(ﬁ’ o ﬁ) eiﬁ.(ﬁl_ﬁ)bnm' = Z tm’m(ﬁl) eizhﬁlbnm’-

R',m/' R'.m'

Auch dies entspricht wieder einer M X M-Matrixgleichung.

2.10 Ein Orbital pro Elementarzelle (Alternative Herleitung)

Fiir M = 1 spielen die Indizes wie schon in (>2.8) keine Rolle mehr, die Summe iiber m’ fillt weg und
es bleibt

By = ) (R)e*T.

=

R

2.11 Dispersionsrelation im eindimensionalen Gitter

Unter der Annahme, dass nur Spriinge zum ndchsten Nachbar méglich sind, folgt fiir ein
eindimensionales Gitter mit Gitterkonstante a

B) =)t R):ia L = ika —ikay —
t(R)_{O, sonst = Ez t(e +e ) 2t cos ka.

2.12 Dispersionsrelation im bcc-Gitter

Man betrachte erneut nur Spriinge zum nichsten Nachbar (also von und zu dem Gitterpunkt in der
Wiirfelmitte), das heifdt

- a
t(ﬁ)={t' Re=g 527D
0, sonst

wobei die Striche an den +-Zeichen andeuten sollen, dass alle acht +-Kombinationen erlaubt sind,
also beispielsweise auch +X% — § + 2. a ist die Kantenldnge der bcc-Wiirfel. Somit folgt

TGN RPN T PN 1 "1 n;
ik 2(ix 'yt 2) izzkxaei lzkyaei ikya

Ez=tZe =tZe

++ 1" ++' 1"

= 23t cos(kya/2) cos(kya/2) cos(k,a/2).
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3 DYNAMIK UNTER EXTERNEN FELDERN

3.1 Vom Wellenpaket zur Gruppengeschwindigkeit

Man beschreibe ein Elektron im Band n zum Zeitpunkt t = 0 als Wellenpaket,
60 = [ @ g(R) 5@

wobei die Gewichtsfunktion g(ﬁ) eine relativ scharfe Peakfunktion darstellen soll, sodass die Breite
des Wellenpakets im realen Raum Ar ~ 1/Ak deutlich grofier ist als eine Elementarzelle a (aber
deutlich kleiner als der gesamte Kristall). Setzt man die Form der Wellenfunktion aus dem Bloch-
Theorem ein und fiigt den Zeitentwicklungsfaktor e ~*r¢ hinzu, gelangt man zu der Formel

¢, t) = f d*k g (k) u, 5 e 7-E(E),

Der grofite Beitrag des Integrals kommt aus der Region des Peaks von g(z) Sei EO das Zentrum dieses
Peaks, so kann man den Integranden bzw. die Funktionen des Integranden um dieses Zentrum
entwickeln:

un,ﬁ(F) ~Unk, @, 5n(l_{)) = gn(EO) + VESH(ENEO (E - 'I—{)O)'
Das Wellenpaket wird dadurch zu

B, 1) = u, 7 eFoTiEn(Ro)t f @k g (k) e TR T Teen(®lg (EFo)e

~ jdgkg(l_é) ei(E—EO)-(F—ivESn(E)|EOt).

Damit sich die Exponential-Funktion beim Integrieren nicht weg-mittelt, liegt es nahe, dass

S - . ar | -
P=iViga(llt = 7= == iVzEn(K)l;
gelten muss, obwohl dieses Argument alles andere als sauber ist, solange im Integral zusatzlich noch

die Gewichtsfunktion steht.

3.2 Besserer Beweis

Dieser Beweis wird hier nur fir 4 =0 durchgefiihrt. Nur das Skalarpotential sei ¢ # 0. Der
allgemeine Hamilton-Operator war
0y

1
_ _ 2 - — —
H = _Zm( iV +U@) +qe@), l—at Hy.

=:H,

Zur Losung der Eigenwertgleichung wechseln wir wieder in die Basis der Wannier-Funktionen,

YEO = Y a5 Own (7~ F)

n.R
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Fir ¢ = 0, also die einfache Bloch-Wellenfunktion, haben wir bereits in (>2.5) a, z = elk-R gezeigt.!

Einsetzen in die Schrodinger-Gleichung liefert uns

W T, Lo R
i = lz a, 5 wa(F = R) = Hy = (H + qco)z @, 5 (OOWn(7 — R).
R =H nR

Um zu bestimmen, wie H, auf ) wirkt, betrachten wir zunachst, wie H, auf?
s_ 31 -ik-R >
Wn(r — R) =V e V(™)
K€e1.BZ

wirkt. Wendet man den ungestérten Hamilton-Operator Hy nun auf diese Wannier-Funktion an, erhalt
man unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass die stationdren Wellenfunktion 1, () =

xR ei%‘ﬁwn(F — ﬁ) (siehe (>2.5)) dessen Eigenfunktionen sind,

L1 - 1 o
How, (7 —R) = ¥ Z e ®RHop, +(P) = ¥ Z e RR e (k) Y,z (P

k€1.BZ k€1.BZ

1 T.D - B - - 1 P - B
= N Z e kR gn(k) Z etk R Wn(? — R’) = Z Wn(? — R,)N Z e kR gn(k) eikR'
R’

K€1.BZ R’ ke1.BZ

—en(K'—R)
wobei Sn(ﬁ’ - ﬁ) der Fourierkoeffizient von &, (I_é) ist.

Somit ergibt sich fiir die zeitabhangige Schrodinger-Gleichung

iz a, 7 Wn(F - ﬁ) = (Hy + q@) 2 anﬁwn(? — I_f)
nR

-

n,R
o i) dpmF-R)= Y apwaF-R) &R -R) +90 ) ayzwa(F - R).
nR n,R,R’ n,R

Projiziert man nun diese Gleichung auf (w, (¥ — §)| und verwendet (w, (7 — ﬁ)|wnr(?— ﬁ’)) =
Onn' 0 aus Abschnitt 2.2, erhalt man

it = Y G E(R=R)+ Y o (w7 = B)|aolwi (7 - B),

=3

R n',R'
Flr kleine Stérungen ¢ kann man den hinteren Term ndhern als
(wa(7 = R)|q@|wy (7 = R)) = q@{wn(F = R)|w (F = R")) = 48, 657

In diesem Fall ist a, z = O fiir all jene n, fur die auch a, 3z = 0 ist. Das heifdt, startet das Elektron in
einem Band ng, so wird es die ganze Zeit liber in diesem Band bleiben.

! Auch das ist natiirlich etwas unexakt. Damals trug auch die Wellenfunktion ¢, » (7) einen Index n, sie
beschrieb den n-ten Zustand. Hier beschreibt ¥ (7, t) im Prinzip, mit welcher Wahrscheinlichkeit sich das
Elektron im Zustand bzw. Band n befindet und der Koeffizient a,, (t) gibt diese Wahrscheinlichkeit an.
Man beachte ebenfalls, dass die Wellenfunktion hier nun zeitabhdngig ist, dass es um die Dynamik der
Elektronen geht, wohingegen zuvor lediglich die stationdre Schrédinger-Gleichung geldst wurde.

2 Diese Form der Wannier-Funktion erhilt man, wenn man die Bloch-Wellenfunktion in die Definition

einsetzt und sich davon ausgehen die Verschiebung um # — # — R betrachtet:
.1 .1 T . SO | = .
w, (F) = N Z Y@ = N z e u, ¢ (7) = w, (7 —R) = N Z e Ry (@)

k€1.BZ ke1.BZ k€1.BZ
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3.3 Bewegungsgleichungen
Aus

H=¢(k)+qp, k=p-q4
folgen die Bewegungsgleichungen

OH 0€ 0k; 9€ _ 0€

L PR T ok p; ki kil
=5
. OH _ 0€0k 09 04 04, 04\ 0¢
Pi="%n ~ "ok, o, ~Tier, ~Ti\or, ") Mo,
=0
(oA, 94 94, ¢ (5xB), + 04, 0¢
=i\, " ) T e 95, T IV ier, ™ Tor,

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass

I - 0A d0A 04; 04;
(¥ x B), = €cv;(V X A), = €;jc€ramvy a—;ln = (8uSjm — Simj1)v; a_rT = (a_n - g)
3.4 Lorentz-Kraft
Die Lorentz-Kraft entspricht nun der Zeitableitung des kinetischen Impulses:
P_s a_ o= 94 v 04 94 S B o 04
= —_ = X ; —_— — _— 1, = X — — o
p—q qu qu; ar, qve —q ot qari Vi =qvu qvy —q ot

=p =—q4 =qE
= q(E + ﬁ X B) = FLorentz-

3.5 Bewegungsgleichungen fir Bloch-Oszillationen
Fir B=0undE # 0 folgt offensichtlich k; = qE; sowie

d 9& 9%&

. — *—1
Vi T Gt ok, akakk qmijEj.

3.6 Umrechnung von reziproke in reale Trajektorien

Die Bedingungen € = E" =0, wobei l_c)n der k-Vektor-Anteil parallel zum magnetischen Feld B ist,
liefern zusammen mit der Dispersionsrelation die Trajektorien im reziproken Raum. Daraus sollen
nun die realen Trajektorien berechnet werden. Mit der BAC-CAB-Regel folgt

xk = gB x (v x §) =gq (1382 - §(17 . E)) = q(vB% - §Bv") = qB*(¥ — V)) = qB*V,

& ég Xk =qBv,.

Integration auf beiden Seiten von 0 bis ¢t liefert

x (E(t) - 1?(0)) = qB(7.(t) — 7.(0)).

3.7 Zyklotron-Frequenz und -Masse
Nimmt man den Betrag von folgender Gleichung aus (>3.6) erhélt man
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L D S dk
|eB><k|= lgBV, | = Ezerl'

denn aus der Lorentz-Kraft aus (>3.4) folgt fiir E=0,dassk LB I €g. Wir benutzen stets e > 0,
sodass fiir ein Elektron q = —e gilt. Mit der magnetischen Linge! 1% := 1/eB folgt fiir die
Periodendauer fiir einem Umlauf der geschlossenen Trajektorie

T—fdt—flzdk
Bvl'

Nun ist aus Abschnitt 3.1 die Gruppengeschwindigkeit
= vz£(k)
bekannt.

Die Trajektorie im reziproken Raum liegt in einer Ebene senkrecht zum Magnetfeld. Da uns nur hier
die Geschwindigkeiten entlang der Trajektorie interessieren, die in dieser Ebene liegt, schreiben wir
statt ¥ im Folgenden ¥, und dann kénnen wir auch den Gradienten nur in dieser zum Magnetfeld
senkrechten Ebene ausfiihren.

—

dk,

dk, = dk dke, = Y + d€ = const.

€ = const.
B € = const.
®B ds
Der Gradient hat somit noch Anteile senkrecht zur Trajektorie, also in dk 1-Richtung, und entlang der
Trajektorie, also in dl_c)u = dk Richtung.2Die Anteile entlang der Trajektorie, also in dE"-Richtung,

verschwinden, da £ in diese Richtung konstant ist. Somit bleibt in der Ebene senkrecht zum
Magnetfeld nur die Komponente senkrecht zur Trajektorie librig:

de(k)
VLT Tk,

ekl.

Die (Gruppen-)geschwindigkeit im realen Raum steht also immer senkrecht auf der reziproken
Trajektorie.

Einsetzen ins Integral liefert

T—lzf dk —lzfdkdki—lzlfdkdk —zzds
Y de ~ Bde +7 Bag
dk,

Das Integral ¢ dk lduft einmal entlang der Trajektorie im Kreis. Entlang dieser Trajektorie gilt € =
const,, £ hangt im Integrationsbereich also nicht von k ab, weswegen wir d€ vor das Integral ziehen

konnten. dk, ist nun als Funktion von k zu verstehen. An jedem k -Punkt zeigt dk, auf eine
benachbarte Trajektorie, die ihrerseits entlang einer konstanten Energie £ + d€& lauft. Integriert man
nun die Differentiale dk und dk, einmal im Kreis entlang der Trajektorie, enthdlt man eine

1In SI-Einheiten: I3 = fhc/eB.
ZEs gilt dEL = dE, da dk der infinitesimale Differenzvektor zwischen zwei Vektoren k und k + dk ist, die
beide aus dem Ursprung auf die Trajektorie zeigen. Somit zeigt dk am Punkt k entlang der Trajektorie.
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infinitesimale (reziproke) Flache dS, die zwischen den beiden Trajektorien mit Energien £ und € +

dé€ liegt.
Definiert man nun die Zyklotron-Masse
_14dS
e = T aE

so kann man die Zyklotron-Frequenz schreiben als

_Zn_ 1
Y= CBZmc

3.8 Zyklotron-Masse fiir harmonische Dispersionsrelation
Man betrachte eine Dispersionsrelation

- kz
E(k) = .
(F) = o
Die Trajektorie ist die Schnittlinie einer Ebene senkrecht zum Magnetfeld mit einer Flache konstante
Energie, die fiir diese Dispersionsrelation eine Kugelschale ist; die reziproke Trajektorie ist hier also

ein Kreis mit Radius k,, wobei k, der k-Anteil senkrecht zum Magnetfeld ist:
1ds 1
— m-2m"=m",

— 2 2 _ 2: xc 1,2 = —_——=
S =nk? =n(k? - ki) =n(2m*€ — ki = me=o-—To =5

3.9 Born-Sommerfeld-Bedingung fiir den magnetischen Fluss
Aus (>3.6) ist die Gleichung

x (K(0) = k(0)) = qB(7.(0) = 7.(0))
D E— =R

=K
bekannt, wobei die die Symbole K und R kurz als Abkiirzung benutzen wollen. Multipliziert man die

(=1 Eijkeij = Ri

i

Gleichung in Indexschreibweise mit €;;,,e,,, folgt
€1im emRi = €1imem€iji€iKi = (60 — Smibij)emeiKy = ejeiK; — ee Ky

=—€imi

&  —éxR=K-8(-K)
wobei mit 82 = 1 verwendet wurde, dass é = é; ein Einheitsvektor ist. Da nun K = k(t) — k(0), die

Trajektorie, senkrecht auf dem Magnetfeld steht, verschwindet das Skalarprodukt und iibrig bleibt
k() —k(0) = ~85 x gB(7.(8) — 7.(0)) = —¢B x (71(t) ~ 7.(0))
& k(t) = —qB x #,(t) + const.
Somit ergibt sich fiir die Born-Sommerfeld-Bedingung, wobei die Konstante durch die geschlossene

Integration verschwindet,
2n(n+y) éjgdf‘-ﬁ=jgd?-(§+qff) :qfdf-(—ﬁxﬁ+/_1))
—q§-j§(ﬁxd?)+qf dﬁ-(Vxﬁ)=—q§‘2ﬂ+qf dA - B =—-2q® + q® = —q@
A A
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Dabei wurde verwendet, dass (die Liange von) 7, X d7 zweimal der Fliche des grauen Dreiecks in der
Abbildung entspricht;! integriert iber die Trajektorie ergibt sich somit zweimal die eingeschlossene
Flache A. Fiir den zweiten Integralterm wurde der Satz von Stokes verwendet.

ar

N

L

Somit folgt, dass nur Trajektorien mit magnetischen Fliissen

27
@, =7(n+y) =Po(n+vy)

rlaubt sind, wobei ¢ = —e < 0 ist und @ = 21/e Flussquantum genannt wird.2

3.10 Quantisierung der Flachen und der Energien

Flr ein homogenes Magnetfeld folgt aus der Quantisierung des Flusses in (>3.9) sofort die folgende
Quantisierung der eingeschlossenen Flache im realen Raum:

D, 5
Ay = F(n +y) =2rnlg(n+y).
Die quadrierte magnetische Linge lz% = eB ist der Skalierungsfaktor von Strecken im realen und
reziproken Raum. Dies sieht man etwa an der letzten Gleichung in (>3.6). Fiir Flachen ist der
Umrechnungsfaktor entsprechend [3*:

21
Sy, =1lg*A, = z (n+y) =2meB(n+vy).
B

Flr die Quantisierung der Energie folgt mit der Definition der Zyklotron-Masse 2nm, = dS/d€ sowie
der Zyklotron-Frequenz w. := (I4m.)~! aus Abschnitt 3.3

c —€ =d5M=(d_S>_1(S _5)=L.2_ﬂ:=w
n+1 n ds dE n+1 n Zmnc 1123 c

=1

Man beachte, dass dS/d€ und somit auch m; und w. im Allgemeinen Funktionen der Energie sind.
Die Energieniveaus sind also nicht zwingend dquidistant.

3.11 Bei vollen Bandern flieRt kein Strom
Falls &, = €_3 _; und ﬁg(E,s) = -7, (—E, —s) ist die Stromdichte bei vollen Bandern null. Da das

Integrationsintervall symmetrisch kann, kann im Integranden k - —k bzw. s > —s ersetzt werden.
Fiir volle Bander gilt n(l_c), s) = 1 = const. Somit folgt in diesem Fall fiir den Strom:

I N e O WL CEEE
— J1Bz — J1Bz — J1Bz

= j=0.

1 Achtung: 7, ist der Anteil von 7 senkrecht zum Magnetfeld, nicht senkrecht zur Trajektorie!
2 In SI-Einheiten: &, = 2rhc/|e|.
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3.12 Strom als Funktional der L6cher-Besetzungszahl
Da, wie in (>3.11) dargelegt wurde, der Strom j fiir n = 1 verschwindet, folgt

j= gz-f d3k ﬁg(z,s) n(l_c),s) = —%Zf d*k 17g(z»s) (1 —n(ﬁ,s))
— /187 — J1Bz -

::nh(ﬁ,s)
_ _EZf a3k ,(k,s) n(k,s).
|4 — /187
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4 MAGNETISMUS

4.1 GrolRes Potential beim Pauli-Paramagnetismus

Fir ein schwaches Magnetfeld B sind etwa die Halfte der Spins parallel und die andere Halfte
antiparallel ausgerichtet. Fiir ein kleines a gilt ferner

1
flx+a)~f(x) +af () +5a’f"(x).

Daher kann man fiir ein schwaches Magnetfeld wie folgt ndhern:

1
UOES (Q (1 + ugB) + Qo (u — ugB))

1 1 1
~ = (ﬂo(u) + ugB Qo (W) + EuéBz QW) +  Qo(w) —usB QoG + 5#532 QB’(#))

2
1 920, (1)
= 2 0
= .Q.O(,Ll) + EMBBZ 6#2 .

4.2 Landau-Energieniveaus

Wir nehmen den einfachsten Fall einer isotropen Dispersionsrelation an, sodass wir diese mit der
effektiven Masse aus Abschnitt 3.2 schreiben kdnnen als S(l—c)) = Ez/Zm*. Somit erhalten wir den
effektiven Hamilton-Operator (siehe Abschnitt 3.1, wir lassen nun den Index , eff“ weg)

1 4 22 1 . . .
-(p— qA) +qp = =—((Px + qBY)? + P2 + p2),

H:E(k)+q<p=2m >

wobei wir im letzten Schritt 4 = (-By,0,0) = B =V x 4 = B8, sowie ¢ = 0 eingesetzt haben. Fiir
diesen Hamilton-Operator ist der Ansatz

Y = ¥ ()e!Prxtpad
zielfiihrend:

Hy () = EY(7)
1
e o=+ aBY)? + 95 +p)Y () = EY()

bz
2m*

Yo,

32 2p2 p_x)z = —
2m*<py+q B (y+qB + Pz Y(y)—(E

Wir kdnnen nun y - y — p,/qB verschieben; fiir die Energieeigenwerte spielt diese Verschiebung
offensichtlich keine Rolle. Vergleicht man dies dann mit einem harmonischen Oszillator,

p? N m*w? 5 3 ( N 1) )
zm* 2 X (l)(X) =w|n 2 d)(x )
folgt sofort
m'w®  q*B? _eB 3 C o<
2 2m* © = 1=-eq=-¢
sowie

2

D 1) eB ( 1) 25
- w(n+ = np, = n+2 +2m*




Da wir die Dispersionsrelation € = l_c)Z/Zm* angenommen haben, gilt laut (>3.8) m* = m; und somit

eB eB 1
w = = =

= —= =W
2 o
m* m¢ melg

mit der Zyklotron-Frequenz aus Abschnitt 3.3. Die Energie lasst sich also schreiben als
2

1 pz
E,, = + —) +
np; = ¢ (n 2 2m*

Beruhigenderweise liefert dies in Konsistenz mit Abschnitt 3.4 die Relation E; 4, — Epp, = w¢.

4.3 Entartung der Landau-Niveaus
Zu jeder Energie E, ,, gibt es ein Y, (y) und ein p,, jedoch beliebige p,. Die Zustandsdichte im p-Raum

in einer Dimension (hier interessant: x-Dimension) ist L, /(2m). Es sind aber nur solche p,-Werte
zulassig, fir die der Bahnmittelpunkt innerhalb der Fliche L, - L, liegt (wenn wir den Bahnradius

gegentiber Ly, L, vernachlassigen).

y

Ol

|
Ly

Da p, laut Schrodinger-Gleichung eine Verschiebung der Bahn um p,/gB in y-Richtung verursacht,
gilt

px<1

L)
eB =2

eB
y bzw. |y S7Ly.

Somit folgt fiir die Anzahl der Zustinde

' = 1D-Zustandsdichte - reziproke Lange = = z(eBL)—L"Ly—CDL"Ly
= ustandsdichte - reziproke Lange = —— 2 1v) = 202 = o,
wobei Iz = 1/VeB die magnetische Liange, ®, = 2rm/e das Flussquantum und ®p,1, = LyxLyB der

magnetische Fluss durch die Flache L,L,, ist.

Wir vernachlassigen hier nun den Spin, da wir ohnehin nur schwache Magnetfelder betrachten, sodass
ein Zustand mit Spin-up praktisch dieselbe Energie hat, wie einer mit Spin-down. Um den Spin in
dieser Naherung zu beriicksichtigen, kdnnte man einen weiteren Entartungsfaktor 2 zu V' hinzufiigen.

4.4 Grolles Potential fir ideales Fermigas mit Landau-Niveau-Energien
Flr ein ideales Fermigas ist das grofde Potential gegeben durch?

1 Wir wollen diese Formel hier als Randbemerkung herleiten: Die grofdkanonische Zustandssumme Z; hat
die Gesamtenergie E(A) und die Teilchenzahl N(4) im Exponenten, die vom makroskopischen Zustand A
abhangen. Fiir 1-Teilchen-Zustande A4 und zugehdrige Energien E, sowie Besetzungszahlen n, gilt E(A) =
Y1 Eany(A), wobei die Besetzungszahlen vom aktuellen makroskopischen Zustand abhidngen. Ebenso gilt
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Q= —kT z In(1 + eBE-m),
Zustinde A4

In unserem Fall sind die Zustdnde durch A = (n, p,) charakterisiert und V'-fach entartet. Schreibt man
die p,-Summe analog zu Abschnitt 1.4 als Integral, ¥, — [ dp,/((2m)/L,), so folgt

= —kT Z Nln (1 + exp (,B(En.pz N ”)))

npz

= NgnkT f dp,In (1 + exp (:B(Enpz “)))

Schreibt man den Vorfaktor als

LyL,, VeB VuBB e

NL,=—*eBL, = m* .

2 T ’ T 2me

und setzt die Energie aus (>4.2) ein, erhélt man

Q= kB *VkTZf dpzln<1+exp<ﬂ< Z:; >>)

= —2uyB——— m Vk f dp,In(1 + exp(B(usB(2n + 1) + pZ/2m* — p)))

= 2uB Z f(u— (2n+ DugB),
n=0

wobei

*V [ee]
flx)=— ZTZﬂ f_mdpz ln(l + exp(—ﬂ(x — pg/Zm*))).

nattirlich N(A) = Y3 n;(A). Die Summe in Z; iber alle moglichen Zustinde A lisst sich dann auch
schreiben als Summe tiber alle méglichen Kombinationen von Besetzungszahlen {n,}:

1,00 1,00

Zp = Z ~BEMW-AN (D) = Z ~BEAER-1mA(N) — Z ~BIAE -1y — Z Z 1_[ ~BE -y
{na} n1=0n,=0
1_[ Z ~B(Er-mny — 1_[ (1 + e~ BEA- H))

ny=0 =:Z
Die Summen iber die Besetzungszahlen gehen bis 1 fiir Fermionen (wegen des Pauli-Prinzips) oder bis oo
fiir Bosonen. Das obere Vorzeichen von + bzw. F gilt entsprechend fiir Fermionen, das untere fiir Bosonen.
Im letzten Schritt haben wir einfach die Summe berechnet: Die Fermionen-Summe bis 1 hat einfach zwei
Glieder, die sich direkt ausschreiben lassen. Die Bosonen-Summe ist eine Geometrische Reihe, fir die
Yo ,x" = (1 — x)~ ! gilt. Fiir das grofle Potential folgt nun sofort

0= —kTInZg = —kT ) InZy = FAT Y In(1 £ e A1),

g p)
Da wir es hier mit Fermionen zu tun haben, haben wir die Gleichung mit dem oberen Vorzeichnen benutzt.
Ubrigens: Mit der Wahrscheinlichkeit W;(n,) = e #Fa~#"a /7, dass sich n, im Zustand A befinden, folgt

auch sofort die Fermi-Dirac- bzw. Bose-Einstein-Verteilung als mittlere Besetzungszahl:
1,00 1,00 1,00

1 1 0 191InZ,
— W I Z -BEp—wny — _—____ Z -B(Ex—wny — _
(na) z mW(ny) 7 nye 7.8 o e B o
ny=0 ny=0 ny=0
=Z;
1 9 e BEL-W) 1

n(1 + e ﬁ(El ﬂ)) —

/_)’6_ 1+ e=BE-1) = eBELI-1 + 17
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4.5 Vereinfachungen mit Euler-Maclaurin-Formel
Eine Form der Summationsformel von Euler-Maclaurin ist

[o9] o 1
F 1/2) = dx F —F'(0).
2 F+1/2) | axreo+5F©
Mit

fu—C@n+ DpgB) = f(p—2(n+1/2)ugB) =: F(n+ 1/2)

folgt nun fiir unser grof3es Potential
o8] 0 1
Q= 2B z F(n+1/2) ~ 2uB (f dx F(x) + ﬁp'm)).
n=0 0

Das Integral kann nun mittels Substitution z:= 2ugBx und dann y:=pu—2z in ein Integral
umgeschrieben werden, das das Magnetfeld nur noch als Vorfaktor enthalt:

dxe=J dx — 2upBx :—*f dz —2z)=— jd .
| arreo= [ arru-amp =g [ dzru-2=gg [ dy o)
Aufderdem gilt
d d df (u — 2ugBx)
F'(0)=—F@)| =—f(u—-2uBx)| =-2usB————"2"21 = —2usBf (n).
O) = GF 0| | =gefG=2ibn)| | =206 gp—g i = —2iBf )

Somit folgt fiir das grof3e Potential

(2u3B)?

a '),

u
Q) = j dy ) -

=Qo(W

wobei wir den Integralterm mit (), identifiziert haben, da er der B-unabhdngige Beitrag zu Q ist.
Ferner konnen wir f'(u) unter Verwendung der Leibnizregel fiir Parameterintegrale wie folgt
schreiben:

0 9% (K 02
P00 =52 () = 5 f_mdxf(x) = 5000,

Somit folgt

1 920
Q=00 — gMEZBZ#Z(“)-
4.6 De-Haas-van-Alphen-Effekt

Fiir die Entartung VV der einzelnen Landau-Niveaus wissen wir aus Abschnitt 4.4
LyLye

= —B =: B,

B 2T ¢

wobei wir a := L,Lye/2m als Abkiirzung verwende wollen. Bei T = 0 sitzen die N Teilchen immer in
moglichst tiefen Zustanden. Fir Nz > N sitzen alle Teilchen im untersten Zustand n = 0, fir 2NV >
N > IVg ist der unterste Zustand n = 0 voll und der Zustand n = 1 teilweise besetzt usw. Allgemein
ist der Zustand m also teilweise besetzt, falls

(m+ 1N > N > mNg.
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Fiir m = 3 gilt also 4Nz > N > 33, insgesamt sind also drei Niveaus (m = 0 bis m = 2) voll und
eines (m = 3) teilweise besetzt.

3 3
II II
[En [F5] 5 ] 5
— 57 ) —4
e S
—i 3 —3 ™
—_— 7 7 —2
—f _1—1—1
—_0) —0 —0 —0 B
B, By B

Sei nun B,,, das Magnetfeld, bei dem genau m Zustinde voll besetzt sind, also alle vonn = 0 bisn =
m — 1, und alle anderen Zustdnde leer. Dann gilt
N N B N
= — = = —

Bn " m ™ am
Man beachte, dass kontraintuitiverweise B,,,;; < B,,. Wir betrachten nun magnetische Feldstarken
im Intervall B € [B,,,41, By, ], fur die das m-te Band teilweise und alle darunterliegenden vollstindig
gefiillt sind. Fiir die Teilchenanzahl in einem n-ten Zustand gilt dann abhdngig vom Magnetfeld B

N, n<m
Ny (B) = {Nn(B), n=m.
0, n>m

Wir wollen uns nun eine Formel fiir N,,,(B) iiberlegen. Fiir B = B, ist das m-te Band gerade voll;
also muss N,,(B41) = Ng,,,, gelten. Fur B > B, entleert es sich zu gleichen Teilen in die
darunterliegenden Bénder. Diese enthielten bei B = B, bereits Ny . Zustdnde, also kommen fir
B > By,41 genau Ny — N . neue Zustidnde pro Band durch die wachsende Entartung hinzu. Es gibt
m Bander unterhalb von m (ndmlich von n = 0 bisn = m — 1). Also gilt

NuB) =g, —m(Ng — N )= (m+ DN, —mNg.
Diese Gleichung erfiillt die beiden Randbedingungen:

Nm(Bm"'l) = N3m+1 - m(NBm+1 - N3m+1) = N3m+1’
~ N
Nyp(Bp) = (m+ DNg ,, —mNg = (m+ 1)m——m— =0.

Das m-te Band muss bei B,,, gerade leer sein.

Bei T = 0 gilt fiir die freie Energie F = E — TS = E, sodass wir und fiir die Magnetisierung M =
—0F /0B = — 0E /0B nur um die Energie kiimmern missen. Die Energie des n-ten Landau-Niveaus
ohne Berticksichtigung von p, ist gemaf Abschnitt 4.4

B = e (n+3) = S (n+3) = v (n+3)
n=Wc\NTo) =\t TR TS

wobei wir y := e/m* abkiirzen wollen. Dann folgt fiir die Gesamtenergie
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m-—1

E(B) = z N, E, = Z NgE, + N, E,,
n=0 n=0

2m—1 1 "
= ayB Z (n + E) + ((m + DNg,,,, — mNB)yB (m + E)
n=0
=m2/2
1 1 1 1 1
= EozymZB2 + (N — amB)yB (m + E) = ayB? Emz -m <m + E) + NyB (m + E)

1 1
= —zaszm(m +1) + NyB (m + E)

Eine genauere Analyse der Energiefunktion erfolgt der Vollstandigkeit halber weiter unten; eigentlich
interessieren wir uns schlief3lich fiir die Magnetisierung:

JFE 1 1
M(B) = 35 = ayBm(m + 1)—Ny(m+z> =yNy m(m+ 1)—Ny(m+§).

Es gilt mit Ny = N/m stets

1 1
M(Bp41) = Vm(m+1)—NY(m+—>=——Ny,

m+1 2 2

N 1 1
M(By,) =Eym(m+ 1) —Ny(m+5> =5Ny.

Die Magnetisierung macht daher bei B,, (und auch B,,,,) einen Sprung (siehe Abbildung unten).
Dazwischen gilt, zum Beispiel fiir m = 1, mit Nz = aB

3
M(B) = 2yaB — ENY'

Die Magnetisierung nimmt also von M (B,,, 1) bis M(B,,,) linear zu.

Wir haben hier natiirlich nur die Effekte untersucht, die aus E,, ~ B und N ~ B entstehen, um
prinzipiell die Oszillation von M zu zeigen. Zusatzlich haben wir bereits M = y4;,B in Abschnitt 4.4
gezeigt. Die tatsichliche Magnetisierung ist dann eine Uberlagerung mehrerer Effekte.

M(B)

LA ;
| WL

E(B)
N2y .,«\/\/_\/
2
* B
&P oy
>
S22 S
—n - —
2 e =



Die Grafik zeigt auch die Energiefunktion E (B). Die charakteristischen Werte ergeben sich wie folgt:

E(B )=—1ay—2m(m+1)+Nyi<m+1)=N2y<—1m+1+m+1/2>=N2y

mn 27" atm? am 2 a 2 m m 2a’
E(B )=—1ayN—2m(m+1)+NyL(m+l)=N2y<_m/2+m+1/2>
ml 277 a?(m+ 1)2 a(m+1) 2 a \m+1 m+1

N%y

==

Die Energiefunktion hat also beruhigenderweise keine Unstetigkeit bei B = B,,,. Fir m = 0 ist E(B)
eine lineare Funktion, flir grofiere m eine Parabel:

1
m = 0: E(B) = ENYB'
3
m=1: E(B) = —ayB? + EN)/B,

5
m=2: E(B) = —3ayB? + EN)/B.
Das Maximum der einzelnen Parabelabschnitte liegt bei der Nullstelle der Magnetisierung:

1\
M(B) = ayBm(m + 1)—Ny(m+z) =0

_Nm+1/2
T am(m+1)

N?y( 1(m+1/2)> (m+1/2)*\ N?y(m+1/2)*
a <_§ m(m+ 1) + m(m+1))_ 2a m(m+1)°

max

= E(Bmax) =
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5 DIe BERRY-PHASE

5.1 Einfacher Beweis des adiabatischen Theorems

Man betrachte einen Hamilton-Operator H(¥), der von verschiedenen Parametern y;, ..., x,, anhangt.
Dann gilt

H@InGO) = En () In(D)-

Sei nun y = y(t) zeitabhingig, sodass sich H()?(t)) mit der Zeit dndert:
H(¥(®)Ine) = Ex(X¥(@®©)Ine),  Ine) = [n(Z()))
Der Zustand |y (t)) erfiille nun die zeitabhingige Schrodinger-Gleichung, das heilt in der Entwicklung

(PO = ) an(®) Ine)

n

seien die Koeffizienten a,, (t) Funktionen der Zeit derart, dass

ilw(0) = H(Z(®) [$(©).
Einsetzen in die linke Seite liefert
(1) = 1) (n(®) Ine) + an () 110)) = £ ) (©) [,

unter der Annahme, dass sich ¥ mit der Zeit nur langsam &dndert, sodass die Zeitableitung )’(’
verschwindet (und damit per Kettenregeln auch die Zeitableitung jeder Funktion von y, wie hier |n;)).
Die rechte Seite liefert nun

H(Z®) () = HE®) Y an(®) Ine) = ) an(® E(Z®) Ine)

n

Gleichsetzen liefert folgende Differentialgleichung, die sich trivial 16sen lasst:
(D) = a(DE (D) = an(t) = an(0)e EnO),
Diese Losung ist korrekt, da mit)? =~ 0 folgt, dass

i (8) = 12, (0) (—iE, (7(D)) — i - V3En (¥(0)) t)e EnX )t x q, (0)E, (7(t))eEn(X®)E
= a, OE, (X))

Somit ist a,, (t) - bis auf eine Phase - konstant. Die Wahrscheinlichkeit |a, (t)|?, dass sich das System
im Zustand n befindet, ist also ebenfalls konstant, obwohl der n-te Zustand sowie die Eigenenergie
natlirlich zeitabhdngig ist, sich also zeitlich verandern kann.

5.2 Zweiter Beweis des adiabatischen Theorems

Man betrachte einen Hamilton-Operator H(¥), der von verschiedenen Parametern y;, ..., x,, anhangt.
Dann gilt

HDIn()) = En (D In(0).

Sei nun y = y(t) zeitabhingig, sodass sich H()Z(t)) mit der Zeit dndert:

H(Z®)Inon) = E,(X®©)Ine),  Ine) = [n(#(D)))-
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Diese Basis ist offensichtlich zeitabhdngig. Wir wollen in einer zeitunabhangigen Basis arbeiten. Dazu
wahlen wir uns eine Basis zu einem festen Zeitpunkt t,. Sei nun | (t)) irgendein Zustand, der die
zeitabhdngige Schrodinger-Gleichung

ilp(0) = H(¥(®)) [p()
erfiillt. In unserer Basis |n;) konnen wir ihn entwickeln als

() = D an(®) Ine).

n

Um diesen Zustand in unserer zeitunabhingigen Basis |n,) auszudriicken, benétigen wir eine
Transformation

R(to,0) = Y Ing)nel, Ing) s= |n(7(e0))).

Diese Transformation ist unitir und zeitabhingig. Sei |¢(t)) unser beliebiger Zustand |y (t)) in
unserer neuen Basis:

$() = R(to, OP(O) = ) mo)nel$(©) = D am(©no) (relme) = > an(®lo).
Dann folgt per Produktregel sowie der Schrodinger-Gleichung fir |)
i) = iR[y) + iR[Y) = RHp) + iR[p) = RHR™'|$) + iRR™*|¢).

Ist die zeitliche Anderung ¥(t) langsam, so folgt R ~ 0. H' :== RHR ™' ist einfach der in die neue Basis
transformierte Hamilton-Operator:

H' = RHR™ = 3 Ing) (| H(F(O) Im)mol = ) En(7(0)Io)nol,

das heifdt er ist diagonal in der neuen Basis mit denselben Energien E;,, wie H.

Sei zum Beispiel
lp@®) = m(x®)) = () = [m(¥(t,)))-

| (t)) ist in diesem Beispiel also konstant. Seine Energie ist in diesem Fall gegeben durch
H'|¢) = H'|m(¥(t5))) = Em(1).

Der Zustand in dieser Basis ist also konstant, die Energie ist jedoch nach wie vor zeitabhangig. Dies
beweist die Aussage des adiabatischen Theorems.

5.3 Die Berry-Phase

Die Phase eines Eigenzustandes mit Quantenzahl n eines zeitunabhiangigen Hamilton-Operators ist
gegeben durch

e~ tEnt, d. h. @ = —Eqt.

Sind die Energien zeitabhangig gilt entsprechend

t
@ =— | dt' E,(t").

to
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Nun sind E, (t) aber nur die Eigenenergien des Systems unter der Niherung R = 0 (siehe (>5.2)).
Betrachtet man iRR~! als Stérung zum Hamilton-Operator H’, so folgt fiir die Energiekorrektur

ESV() = i{nol RR o) = i ) olmo)ielic)lolng) = iielne) = i7(Vyme|ne),
m,l

wobei zuletzt die Zeitableitung per Kettenregel ausgefithrt wurde. Somit folgt durch diese
Energiekorrektur auch eine Korrektur der Phase. Diese Korrektur wird Berry-Phase genannt:

(1) ¢ (1) t d)? Y(t)
Pperyn = 9 = — | dt' Ey°(t)) = —ij w (W) (Vgne[ner) = ‘iL dy - (Vanglnz).
to to x(to)

Die Berry-Phase wurde im letzten Schritt ausgedriickt als Pfadintegral im y-Raum - sie hangt nur vom
Pfad ab, nicht aber von der Geschwindigkeit, in der auf diesem Pfad entlanggewandert wird. In diesem
Sinne ist die Berry-Phase eine geometrische Phase.

Allerdings liefert die Eichinvarianz eine Einschriankung fiir die derartige Anwendbarkeit der
Storungstheorie: Eichinvarianz fordert, dass sich nichts dndert, wenn ein Zustand eine zusatzliche
Phase

Ing) = e Pn,)
erhalt. Allerdings ergibt sich in diesem Fall nun
EY(6) = iGiIng) = iGieIng) + X - Vghn (D).
Fiir geschlossene Pfade verschwindet der Beitrag der Eichung,
% dy - VzA, = 0.
Damit @ge,y, eichinvariant ist, sind also nur geschlossene Pfade % (t) zulassig.
Da die Berry-Phase reell ist, kann man beide Seiten der Gleichung komplex konjugieren und erhalt
Perryn = 3§ dj - i{ng|Vy|ny) = fdf-ﬁn(;z) = f dS - (V3 x Au(@)) = f ds - B, ().
=:En()_())

Dabei wurde der Satz von Stokes verwendet, um eine Analogie zum ,Magnetfeld” §n (%) herzustellen.

5.4 Beispiel: Spin im variablen Magnetfeld

Man betrachte den Hamilton-Operator

1 sin 8(t) cos @(t)
H(t) = —zﬁ(t)~5, B(t) = B(®)| sino(t)sinp(t) |,
cos @ (t)

wobei sich das Magnetfeld nur langsam in der Zeit verandert. Das Magnetfeld B entspricht nun dem
Parametervektor ¥ aus (>5.3). Fir ein gegebenes Magnetfeld zu einem bestimmten Zeitpunkt gibt es
zwei Zustande: Spin-up und Spin-down:

=1 (B®)), 1=t (Bw))

Spin-up ist dabei der Grundzustand. Sei bei t, = 0 das Magnetfeld in z-Richtung ausgerichtet und das
System im Grundzustand. Dann gilt
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M) =R, 1) =[1 (B©®)) =11 @)
o My =R,

R~ ist hier eine Drehmatrix. Drehungen werden von Drehimpulsoperatoren erzeugt; wir wollen
unsern Spin |T;) um den Winkel 6 um die y-Achse und anschlieRend um den Winkel ¢ um die z-Achse
drehen:

i i
R™1 = ¢ 29%2¢ 7299,

Fiir eine geschlossene Trajektorie kann gelten, dass ¢(ty + T) = ¢(ty) + 2mund 8(t, + T) = 6(t).
Daraus wiirde folgen, dass

R7'(to +T) = e™2R™(t;) = —R™'(to),
wobei verwendet wurde, dass
etim9z = cosm + io, sinm = —1.

Es gilt also leider nicht R™1(t, + T) = R™1(t,). Als Korrektur kann man eine weitere anfangliche
Drehung um die z-Achse hinzufiigen, die nichts dndert, da unser Spin zu Beginn in z-Richtung
ausgerichtet sein soll:

i i i
Rl =299 2% 2%,

Nun gilt wie gewtiinscht
R7M(to +T) = e™ =R (tg)e™ = (~1DR™(t,)(—1) = R™* (&)

Mit diesem R~ folgen diese beiden Beziehungen:!

1,5
RHR™ = —§|B|az,

1 Die erste Beziehung kann man sich aufgrund der Definition von R denken: R wurde definiert, um das
System zuriick in den Zustand zu drehen, in dem es bei t = t, war. Hier war das Magnetfeld entlang der z-
Achse ausgerichtet. Daher ist der Hamilton-Operator einfach der eines Spins im Magnetfeld, das in z-
Richtung ausgerichtet ist.

Flir die zweite Beziehung betrachte man zunachst die folgende Identitat (wobei nur die Indizes i und j nicht
unter die Summenkonvention fallen):

i i
eiwgiaje_fw”i = (cosy/2 + io; siny/2)o;(cos /2 — io; sin/2)

= cos?y/20; + i[ai,aj] cosy/2siny/2 + g;050; sin* /2

= cos? /2 0; — 26,0y cos /2 siny /2 + a;(0;0; — [0y, 0;]) sin® /2

= cos? /2 0; — €;jx 0y SInY + (oj - 2i6ijkal-o'k) sin®1/2

= 0; — €;jx 0y SINY — 2i€;.0;0% siny/2 = 0 — €0k SINY — 2i€;j, (8 + i€xpi0n) sin®y/2

= 0'] - Eijkak Sinl/) + 2(6ln6]l - 6jn6ii)0-n Sil’l2 1/)/2

= 0;(1 = 2sin*1/2) — €;3.0y sin + 25;;0; sin® /2 = 0} cos P — €0 SinyP + 28,0, sin® P /2.
Somit folgt fiir ein allgemeines R~ = e 29%%¢ 299 ¢ 2%z

. i . i i .o i i i i i i
iRR™1 = l(i o, YR + eflpaziayee_fw"zR + efwgzefeoyEazq')e_feaye_?l’”zR) R7!

) i i i i i i
(azlp + eiwgzaye_fwgze + e2¥°z (efaoyaze_§90y> e‘i"”’@)

. L L L b
<Uzlli + e2¥%2q,e 2% + ¢2¥7%(0, cos  — 0, sin O)e Zw”z(p)

RPN RN -

=-3 (O‘Z(l/) +cosO @)+ eéwgz(ayé — 0, sinf <p)e‘%¢‘72).

Setzt man hierfiir nun unseren Spezialfall y = —¢ ein, erhdlt man die gewiinschte Relation.
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. 1 i 1 1. i
iRR™! = E(,b(l —cosB)o, + e 2%z (Ego sinf o, — 2903,) e29%,

diagonal nicht diagonal

Zur Energiekorrektur erster Ordnung, die fiir die Berry-Phase verantwortlich ist, tragen nur die
diagonalen Anteile der Korrektur iRR~* bei. Somit folgt

t t ) 1 rt
PBerryt = — dt’ET(l)(t’) =—i dt’(To |RR‘1| TO) = _Ef dt'(T (2)|¢p(1 —cosB)a,| T (2))
to to to

1t 1
=-3 dt'¢(1 —cosh) = —§§d<p (1 — cos9).

to

Fiir ein konstantes 6 entspricht dies gerade dem halben vom Pfad eingeschlossenen Raumwinkel. Zum
Beispiel ergibt sich fiir 6 = /2

1
(pBerry,T = _Eé d(p = —T.

Der volle Raumwinkel eines Kreises durch den Ursprung ware 2.

Fiir den Spin-down-Zustand ergabe sich aus dem Matrixelement ({, |g,| {,) ein negatives Vorzeichen
und entsprechend @gerry, 1 = —@Pperry,1-
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6 GRAPHEN

6.1 Basisvektoren des realen und reziproken Gitters

Da das gleichmaf3ige Dreieck, das von den drei schwarzen Punkten gebildet wird, drei gleiche Winkel
von je 2a = 60° hat, folgen fiir d und c:

] d c/2
sina = —, cosa = —.
a a

Somit folgt fiir die Basisvektoren!

A c cosa a \3
d==X+(a+d)y=al|ll+sina)==( 3 |,
2 0 2
0
c —cosa al/—V3
&2=——9?+(a+d))7:a<1+sina>=—< 3 )
0
C_iz a
y
[ de
x a
dy

Fiir die Flache der Elementarzelle folgt

a2 (V3 -3 3v3a?
Qe=2-(ayxdy)=2-—|[ 3 | x| 3 = :
4 0 0 2

und fiir die Basisvektoren des reziproken Gitters

3
N 21 21
by =— (0, %x2) = 3,

! -Qa(2 ) 3\/§a<\{)_>

-3
- 2m . 21
2 sy - 22 ()

-Qa 3\/§a 0
- 2 . R
by = —(a, X d,) = 2mZ.

Qa

6.2 Bandstruktur nach Tight-Binding-Naherung
Der Hamilton-Operator in Tight-Binding-Ndherung ist in Abschnitt 2.3 gegeben worden als

_ 5 _ B\t
H= Z tm,m, (R — Rz)cﬁzmzcﬁlml.

Ry,Rmq,m,

1 Wir wahlen hier die x-Achse nach unten, da spatere Ergebnisse dadurch in eleganterer Form auftreten.
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Dabei ist ty, m, (ﬁl — I_?)z) die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Elektron von einem Zustand m; der

Elementarzelle ﬁl in einen Zustand m, der Elementarzelle ﬁz wechselt bzw. ,springt”. Wir wollen
annehmen, dass es pro Atom nur einen relevanten Zustand gibt. Dabei vernachlassigen wir zunachst
auch den Spin; da wir annehmen, dass die Elektronen ihren Spin beim Hin- und Herspringen ohnehin
beibehalten, ist der Spin irrelevant. Pro Elementarzelle gibt es dann zwei Zustidnde, ndmlich einen
Zustand fir jedes der beiden Atome in der Elementarzelle, also m; = A, B (die Atome vom Typ A sind
in den Grafiken schwarz ausgemalt, die Atome vom Typ B weif3).

Elementarzellen

Man beriicksichtige ferner nur Spriinge zwischen nachsten Nachbarn. Wenn man von einem Atom A
zu einem Atom B springt, wechselt man die Elementarzelle entweder gar nicht (Sprung zu Atom (1),

R=R, —-R,= 0), man geht eine Elementarzelle nach links-oben (Sprung zu Atom (2), R= —d,) oder

eine Elementarzelle nach unten links-unten (zu Atom (3), R= —d,). Aufgrund der Symmetrie wird die
Wahrscheinlichkeit fiir die drei Optionen gleich sein, wir bezeichnen sie mit ¢:

=[50

Wenn man umgekehrt von B nach A (also zu €), @ oder €)) springt gilt entsprechend
= _(t, R=0,4,d
BA( ) 0, sonst

Man beachte, dass man bei jedem Sprung immer den Zustand m wechseln muss. Spriinge zwischen
Atomen gleichen Typs sind aufgrund der Geometrie von Graphen immer Spriinge zu iibernachsten
Nachbarn oder weiter, die wir hier vernachlassigen. Also gilt t,4 = tzg = 0.

Ausgehend von obigem Hamilton-Operator wurde im Abschnitt 2.3 eine Gleichung fiir die
Energieniveaus hergeleitet:

Enjc'bnm = Z tm’m(R,)eik‘R bnm"

R',m/'

wobei b,,,,, die Koeffizienten der atomaren Zusténde sind:

M
P-4 -
o5 = Ee‘k'R Z bnm|R,m).
R m=1

Die Energiegleichung fiir m = A und m = B lasst sich somit explizit schreiben als

En,ﬁbnA = 2 tm’A(ﬁ’)eiEﬁ’bnm’ = Z tBA(ﬁ,)em.ﬁ’an =t (1 + ek + eiﬁdz) byg,

R'.m’ R’
E b = ¢ (ﬁ,) ii-ﬁ’b _ ¢ (1—3),) i%ﬁ’b =t(1+ —iﬁfil_'_ —ik-d, b
nkPnB = m'B e nm' = AB e na = e e nA-
R'.m’ R’
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Diese beiden Gleichungen kdnnen wir in einer Matrixgleichung zusammenfassen:

ik-d ik-a
En’; —t(l + e t e 2) (bnA) (En,fé —tE;) (bnA) | 0
—t(l + e ka4 e“iz'az) E.z bus —te, E,p/ \byp '

Dabei haben wir die Klammern mit den Exponentialfunktionen als €;; abgekiirzt. Eine nicht-triviale
Losung erfordert, dass die Determinante der Matrix verschwindet:

=+t ERE

=

E - —te
nk k\ 2 2 % L
det( > = En’% —tieper = 0 = Eiﬁ

*
—tE% En'E

Setzt man nun die Basisvektoren d; in die Formel fiir €; ein, erhalt man

-, P ia ia 3ia
epi=1+e*0 felkdz =1 4 ez (Bhet3ly) 4 o7 (-V3Iat3ky) = 1 4 97 Hy cos(\/gakx/Z).

und

€r€x = (1 + Ze%ky cos(\/gakx/Z)) (1 + Ze_g%ky cos(\/gakx/Z))
=1+ 4cos(3ak,/2) cos(v3ak,/2) + 4 cos?(V3ak,/2)
=342 cos(\/gakx) +4 cos(3aky/2) cos(\/gakx/Z),

wobei zuletzt cos? x = (cos 2x + 1)/2 verwendet wurde.

6.3 Naherung an den Ecken der ersten Brillouin-Zone

Die erste Brillouin-Zone von Graphen ist ein Sechseck. Wir benennen nun eine Ecke als K und eine
benachbarte als K’ (siehe Abbildung). Die iibrigen vier Ecken lassen sich tber reziproke
Gittervektoren entweder von K aus oder von K’ aus erreichen. Alle Ecken, die sich von K aus
erreichen lassen, zdhlen wir zur ,K-Gruppe*, die iibrigen entsprechend zur ,K’-Gruppe*“. Wegen der
Erreichbarkeit {iber reziproke Gittervektoren sind die Ecken einer Gruppe einander Aquivalent. Daher
geniigt es, nur die beiden unten eingezeichneten nicht-dquivalenten Ecken K und K’ zu betrachten.

Diese beiden Ecken liegen an folgenden Stellen:

-1 1
K=b+=(b,—by) = V3 ) K'=b;+=(b,—by) = V3 ).
! 3(2 ) 3\/3a<0> ! 3(2 ) 3\/3a<0>

Wir wollen nun die Energiebdnder E, 3 bei K und K’ nihern. Mit der Taylorreihe
- V3
2

1
cos(+m/3 + x) =3 x + 0(x?)

folgt bis Ordnungen kleiner als 0(q7) fiir ez, ; (also am Punkt K)
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ﬁ(z_ﬂq )
6E+ﬁ=1+26 2 \3a Y/ cos

3a/ 2m . .3a 7 3a
— + =1+2eme' 2% =+—
> (3\/§a qx) e'™e cos <3 qx>

2
3a 1 3a 3a )
~1+2C-D (1 * l?qy) (E—qu) ~ 5 (4~ i)

Flr die Energie folgt somit

Am Punkt K' folgt:

3ia(27r

__+q) 3a 21
e§,+ﬁ=1—l—232 3a” "/ cos

- 3a © 3a
—(——=+ ) =1+26m617qu05<—— )
2 ( 3V3a  ©

3a 1 3a 3a )
12D (14 i) G+ 5 e) -5 (e ia)
sowie

6.4 Hamilton-Operator mit Pauli-Matrizen
Die Matrix-Gleichung aus (>6.2) lasst sich schreiben als

E,- —te 0 tez
K k (biA> _0 - ot (biA> £, (biA)'
—tEE Ei.% biB te‘ﬁ 0 biB =+ biB

Diese Matrix, deren Eigenwerte die Energien sind, ist also unser Hamilton-Operator. In der Naherung

fiir kleine Energien/Temperaturen lasst er sich in der Umgebung von K und K’ mit Pauli-Matrizen
schreiben als

0= 0 teg,g z%( 0 Qx_i%/>:ﬁ(%c)'(al)=ﬁ-)'6_
ey 0 ) 2 larig, 0 )77 ) )=

o =(, ) JBa O ety Sty o) St
K te;i(,w 0 2 \qx—iqy 0 2 \qy/) \o; 2 179

Was die Dimension angeht, ist Energie gleich Geschwindigkeit mal Impuls. 3at/2 hat somit die
Dimension einer Geschwindigkeit. Da t bisher ohnehin unbestimmt ist, definieren wir v := 3at/2:

Hy =va - g, Hyr = —vé* - q.

Schreibt man nun eine Basis als ¥ = (byax, b+gk, b+ax’» b+pk ), kann man beide Hamilton-Matrizen
zusammenfassen:

-

o-q 0 )
H= I
U(O —0"-q

6.5 Landau-Niveaus

Man betrachte die Landau-Niveaus bei niedrigen Energien im Punkt K. Wir benutzen hier p statt g fur
den Impuls, um Verwechslungen mit der Ladung q zu vermeiden. Dann gilt
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0 px_ipy
H =v5~ﬁ=v( . )
K p Px + ipy 0

Mit minimaler Kopplung § — § — g4 und einem Magnetfeld in z-Richtung mit 4 = —Byé, folgt

0 px +qBy — ipy>

H =v( .
K px + 4By + ip, 0

Die entsprechende Eigenwertgleichung ist dann

loramyem, o)) =2(50)

Fiihrt man die Matrixmultiplikation aus, ergeben sich die beiden Gleichungen
v(px +aBy = ipy)s = Ea,  v(px + 4By +ipy ) = Ep
= v3(pe+ By —ipy) (P + 4By + by )Ya = E*Yy,
v2(px + qBy + ipy ) (px + qBY — ipy )5 = E*p,

wobei wir die 4 ‘s und ¥’s ineinander eingesetzt haben, um je eine Gleichung fiir ¥4 und Y5 zu
erhalten. Die Doppelklammern lassen sich ausschreiben als

(px + By F ipy)(px + qBY £ ipy) = P2 + 2qByp, + q*B*y* £ iqB |y, py| + v2
=i

=p; + (px + qBY)* ¥ qB.

Das obere Vorzeichen gehort zu 14, das untere zu Y 5. Dies entspricht der Oszillatorgleichung. Damit
man das besser sieht, kann man die Gleichungen umschreiben als

v2(p2 + (qBy + 0x)* ¥ qB)Yap = E*Pap
p 2 EZ
= (P321+q232 (y+q2_g’2) >¢A,B =<ﬁiq3 Yap-

Vergleicht man dies nun mit der typischen Oszillatorgleichung,

2 mwz
(Zp_TJ;‘L + Tyz)lp =wn+1/2)y < (pf, +m2w?y?)Y = 2mo(n + 1/2)y
findet man
eB
m?w?=q¢’B? & w=—
m

sowiel
2mw(n +1/2) = E?/v? + eB

+'vV2eBn, Yy
+'vy2eB(n+ 1), ¥y

s E= i’v\/Zma)(n+ 1/2) ¥ eB = i’v\/ZeBn+ eB + eB = {

Insgesamt sind also Energiewerte

1 Der Strich an dem einen + soll andeuten, dass dieses Vorzeichen unabhéngig von dem ungestrichenen +
gewdhlt werden kann. Es sind also alle Energien fiir alle Kombinationen von Vorzeichen von +' und +
erlaubt.
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7 BOLTZMANN-GLEICHUNG

7.1 Satzvon Liouville
Sei X = (7,p) ein Ort im Phasenraum, dann gilt mit den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

5 7 _ ( VzH )

X = ﬁ =\_v.n)
Somit folgt unter Verwendung der Phasenraumdivergenz div:= (Vfl, Vﬁ), dass das
Geschwindigkeitsfeld von Trajektorien im Phasenraum quellenfrei ist:

div¥ = VzVzH — V3V:H = 0,

Die Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeitsdichte f(n,o,p,7,t) ergibt sich aus dem Hamilton-
Formalismus mittels Poisson-Klammer dann zu

0 : . .
5o f =~ HY = (Vsf) - (VeH) = (Vif) - (V5H) = =p - (V5f) — 7+ (Vif) = —divif.

Dies ist eine Kontinuitédtsgleichung fiir f im Phasenraum. Rechnet man mit der Produktregel weiter,
erhélt man

—f = —divif = —xgrad f — f divx.
at il

Schliefdlich folgt fiir die totale Zeitableitung

af _of . _
E—E+xgradf =0.
7.2 Hinreichende Bedingung fir ein Gleichgewicht

Eine hinreichende Moglichkeit, die Gleichgewichtsbedingung I = I, + I,,; = 0 zu erfiillen, besteht
darin, in der Impulssumme alle Summenglieder zum Verschwinden zu bringen (sogenannte detailed
Balance):

o] = Inlfol + el fol = D Wy sfo @1 = o) + ) W fo B (A~ foB2)
4 Q

1 D2
= > (Wash (1~ i®) = Wiz o (1~ o))

p
= Z(Wﬁ’ﬁfo B fo(B)ePED = — W s £ (B) fo (BB EF-1)

=]

p
= oo e (WgrgePon® — Wyzelen®) 2
p‘l

@ L En@'
= Wyseha® Ly ehen®)

Dabei wurde verwendet, dass f im Gleichgewicht die Fermi-Dirac-Verteilung

. 1 . BB
fo®) B ICRGER R g 1-fo®@) = fo(pler'en

einnimmt.
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Im Folgenden werden wir Wz = Wy = 2nl(p' |U@)IB)*6(E(B') — E(B)) verwenden (Fermis
Goldene Regel). Die §-Funktio sorgt dafiir, dass wir nach Belieben £(p") < E£(p) ersetzen diirfen. Im
Gleichgewicht mit f = f, erfullt dieses W5 somit detailed Balance:

EnB) = W oo oBERD
Wﬁ:ﬁeﬁ ® = pr eBEn(®)

N—— —
Wy oeBEn®
Wplp

Wahlt man also dieses spezielle W, so folgt I[fo] = 0.

7.3 StoBintegral fir elastische StoRe

Nimmt man Zeitumkehrsymmetrie an, folgt W ;5 = W ;. Damit folgt

@1 =) (Waraf GI(1 = FB) = W FG(1 - FB)))

p

= Wap (FEI(1 - FB) ~ FD - FB))) = D Wy (FF) — F@).
4 A

p

7.4 Fermis Goldener Regel: Vereinfachung des Matrixelements

Wir wollen nun den Fall untersuchen, in dem die Storstellen jeweils durch ein Potential u(¥ — d;)
beschrieben werden. Wir untersuchen also eine Menge gleichartige Storstellen an Stellen @;.
Insgesamt Verursachen alle diese Storstellen ein Stérpotential

UG = Z u( — ).
i
In der Regel entstehen Storstellen durch den Austausch von einem regularen Gitteratom mit einem

Jfalschen” Atom. Daher nehmen wir an, dass wenn es eine Storstelle in einer bestimmten
Elementarzelle gibt, dass sie sich dann innerhalb dieser Zelle immer am selben Ort befindet §d. Wir

schreiben den Ort einer Stérstelle dann also mit d; = }_fi + &d, wobei 1_31- all jene Elementarzellen liefert,
in der diese Storstelle liegt und §a fur alle Storstellen gleich ist. Dies ist insbesondere dort sinnvoll,
wo es in jeder Elementarzelle nur ein Atom von einer bestimmten Sorte gibt, denn ein bestimmtes
Jfalsches“ Atom wird sich vermutlich bevorzugt anstelle eines Atoms einer bestimmten Sorte
ansiedeln - und dieses liegt dann innerhalb einer Elementarzelle immer an der gleichen Stelle.

Wir kénnen nun die Ubergangswahrscheinlichkeiten W 55 mit Fermis Goldener Regel berechnen:!

1 ..
Wiy =20l lUDIDIPS(EFE) - @), 1B) =) = \/—Vel”'ruﬁ(?)-

Als nichstes betrachte wir das Matrixelement genauer:2
>y >N\ | 2 1 3 * > - > 1 3 —l(ﬁ’—ﬁ)? > > - =g =
P'\U@)|p) = 7 d3r I,Dﬁ,(r) U@ (1) = VZ d3re wy (M (1) u(r —R;, — Sa)
i

[ A)’—A)~_)-1 —i(p'=9)-7# - - - -
= Z e~i@'-p) RlVf d3r e~1@" D) "ug (Muy () u(@ — 5d).

i @)

1 Wir beschranken uns bei dieser Rechnung wieder auf ein bestimmtes Band und lassen Bandindizes weg.

AuRerdem nutzen wir hier auf 1 normierte Bloch-Zustinde mit dem Normierungsfaktor 1/+/V (siehe
hierzu auch Abschnitt 1.9).
2 Man verwechsle hier nicht die Bloch-Funktionen u;(#) mit dem Potential einer Storstelle u (7).
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Dabei wurde bei der Verschiebung des Integrals um ﬁi verwendet, dass die Bloch-Funktionen u;(7)

periodisch unter Verschiebung um Gittervektoren sind. In Fermis Goldener Regel kommt das
Matrixelement quadriert vor:

FUDIPI = 1F @I ) e @D ER,
ij
Wir nehmen an, dass die Storstellen stochastisch im Material verteilt liegen. Die doppelte Summe iiber
samtliche Storstellen liefert also fiir alle i,j stochastische Phasen ~ ﬁi - ﬁj, aufder bei jenen
Summanden miti = j; davon gibt es immer Ng, Stiick - wobei N, die Anzahl der Storstellen ist. Die
Summanden liegen also alle stochastisch verteilt auf dem Einheitskreis in der komplexen Ebene und
zusatzlich gibt es noch Ng; Summanden bei 1 + 0i. Die stochastisch verteilten Summanden heben sich
nun (anndhernd) gegenseitig weg; daher gilt

1B IUIB? = Nt (B’ [u@IB)I.

7.5 Bemerkung zur Annahme fiir die Impuls-Relaxationszeit

In der Vorlesung von Herr Shnirman geht man anders vor: Man nimmt zundchst an, dass Wz =: W
konstant ist, sodass Y51 W 55:8f (8') = W X5 8f (p"). Diese Summe ist proportional zur Variation der
Dichte, wenn man die Abhdngigkeit vom Bandindex und vom Spin vernachldssigt:

- 1 — -7 1 >y >
oGO =5 ) [@BOFE) =5 ) 6.0,
no no p’
Somit entspricht die Annahme Y50 W55 8f (') = W X5 6f (B') = 0 der Annahme, dass die Elektronen-

Dichte nicht von der Dichte im Gleichgewicht abweicht.

Unter den Annahmen, dass Wﬁﬁf konstant ist sowie dass die Dichte nicht von der Dichte im Gleichgewicht
abweicht, findet man also

£ @) = Y W (5B~ FB) = W Y (55 G ~ @) = ~f @) w Y 1= =L
P’ p' B

T

N~——
=:T

Dieses t ist allerdings nicht das t, das spdter auch im Shnirman-Skript als Impuls-Relaxationszeit
berechnet wird; dort berechnet man ndmlich

T= Z Wip'

fiir ein nicht-konstantes W ;1 (wir fiihren diese Rechnung in (>7.6) aus). Ich kann diese Diskrepanz nicht

erkldren.

7.6 Impuls-Relaxationszeit
Mit Fermis Goldener Regel und der Vereinfachung des Storpotentials,

Wi = 2B lU@IB)I*S(EF) - @),

=y >N\ |2 =7 >\ .2 2
B IUDIB)? = Nsl(B' lu@IB)? =+ Nee|u(6557)]",

folgt fiir die Relaxationszeit unter Verwendung von Abschnitt 1.4 zu?

1 Wir beschranken uns bei dieser Rechnung wieder auf ein bestimmtes Band und lassen Bandindizes weg.
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1
;:ZWH fdg'p’W nNStfd P [u(635)]°8(6@) — @)
14

— 2ny, | g(6G) des )— (055 8(G) - £G))
= 21Ny g () f w05

Wenn wir nun die z-Achse entlang p wahlen, ist 855 = 65 =: 6 der Kugelkoordinaten-Azimutwinkel
von p’. Wir schreiben somit dQ; = sin6z d6; d(p Das Integral tiber ¢ liefert dann einfach 2m
und wir erhalten

1 —- T .
-= nNStg(S(p))f sin 8 d@ |u(9)|>.
0

7.7 Transport-Relaxationszeit

Wie bereits fiir die ,einfache“ Relaxationszeit nehmen wir an, dass das Stofdintegral fiir die
Dichtefunktion im Gleichgewicht verschwindet, sodass I[f] = I[§f]. Wir nehmen diesmal jedoch nicht
an, dass Y5 Wz 8f (') verschwindet und arbeiten somit mit dem Ausdruck

1181 = Z W (8 ) — 6 (7))
aus Abschnitt 7.2 fiir das Stof3integral. Erneut benutzen wir
W = 21l(p' lU@IB)*S(E@) — E(B)),

B IU@IBI? = Ne|(F @B = NetJu(05)]".

Flir das Stof3integral folgt somit nun

118f1 = Z W (5B = 5f ) = ) 2nl @ IUDIDIFS(EGE) - @) (6 () - 3f )
ﬁ!

= ZnNStf d3p' (' lulp)?s(EB) — @) (6B — 6f ().
Wir machen nun den Ansatz!
SF(p) = —é;-d(e@)), é; =p/Ipl,

wobei d(€) eine beliebige Funktion der Energie ist. Wir definieren unser Koordinatensystem nun so,
dass p |l Z, und definieren 6; als Winkel zwischen @ und p sowie 6 als Winkel zwischen 5’ und p.

Wenn wir die & -Funktion, die unter dem Integral steht, verwenden, kénnen wir £(B") = £(p)
schreiben und bekommen somit

Sf(P) = 6f(B) = —éz - a(e(@)) + &5 - A(E@) = a(e@)) - (&5 — éy)
= la(e@®)|(ea “é5—8€z-€; ).

a9

1In vielen Anwendungsfillen nimmt 6f diese Form an. Beispielsweise werden wir in (>7.8) im Falle der
Drude-Leitfahigkeit fiir ein externes elektrisches Feld E die Relation 6f ~ df,/0E E- U herleiten. 0f,/0E
ist offensichtlich nur eine Funktion von £($) und fir eine isotrope Disperswnsrelatlon gilt

L 0E(p) 6f 9E(p)
Uﬁ = Vﬁg(p) = eﬁ 6p - 6f ~e5- a; ap .
)
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Flr die beiden Skalarprodukte finden wir

Dy

-
@ ep =cosbg,

oy

a &y = CEai(ey),

= (sin 5 cos ¢3)(sin 85 cos (;bﬁr) + (sin 05 sin ¢z) (sin 6 sin ¢ﬁ,) + (cos 03)(cos Hﬁr)

= sinfgsin O (cos $g cos ¢ + sin ¢g sin ¢5r) + cos 0z cos O

= sin 6z sin 63 cos(qf)(; - qﬁﬁf) + cos 6z cos 0,
wobei ausgenutzt wurde, dass 03, ¢z und 65, ¢ gerade die Polarkoordinatenwinkel von dundp’
sind.

Wie in Abschnitt 1.4 gezeigt konnen wir nun wieder die Beziehung
dQyz
d3p = g(§)de—=
p=g(&)de——

nutzen und das Energieintegral mit der §-Funktion auswerten. AnschliefRend setzen wir unsere
trigonometrischen Funktionen fiir die Skalarprodukte der Einheitsvektoren ein. Das ¢ -Integral aus
dQ; tber cos((;ba — qbz;r) verschwindet und gibt bei den anderen Termen ein Faktor 2m. All dies
geschieht in den folgenden Schritten:

A
11671 = 2n [a(€D)| [ 9(6G)aEG) LG IPEH(EE) — €)@ & — 8 &7)

dQ
= 2Ny, g () | (@) | L1 el (8- 85— - 85)
3 (2m)?
T 4Am

T
Ns. (@) |a(e@)| f sin@z d6y (B’ [ulp)|*(cos 6z — cos 65 cos 5)
0
T
=nNg. g(E(®)) |a(E@B))| cos Baf d6z |(B'|lulp)|? sin 6z (1 — cos bz
Y0 0z
~tepmof =fu(65)|
Y
= —8f - mNg; g(E(ﬁ))J do |u(6)|?sin6 (1 — cos ).
0
Im letzten Schritt haben wir unseren Ansatz &f = —d-é; wieder identifiziert und den
Integrationsparameter 65 — 6 umbenannt.

In Analogie zur Relaxationszeitndherung definieren wir eine Transport-Relaxationszeit wie folgt:!

1[6f] = —g = 1= nNg g(E(B)) jndé? |u(8)|?sin 8 (1 — cos H).
0

7.8 Leitfahigkeitstensor

Setzt man

E=Eje @t B=0, 6&f=06fe @, Vif=0, 9,f=200f Ilfl=-6f/t

1 Anmerkungen zu einem Vergleich mit dem Shnirman-Skript: Das hier hergeleitete Resultat ist -
abgesehen von der hiesigen Verwendung natiirlicher Einheiten (A = 1) - auf den ersten Blick identisch mit
dem Resultat des Shnirman-Skripts. Allerdings haben wir die Zustandsdichte g(€) inklusive Volumen
definiert, also g(€) ~ V, im Shnirman-Skript ist g(€) jedoch pro Volumen definiert. Dafiir haben wir die
Bloch-Zustinde im Matrixelement u(8) = (p'|u(#)|p) ebenso mit dem Normierungsfaktor 1/V definiert,
wie im Matrixelement (p'|U (#)|p). Im Shnirman-Skript wird jedoch (p'|U(#)|p) = N(p'|u(¥)|B)/V ersetzt,
sodass die Bloch-Zustidnde im u-Matrixelement anders normiert sind, als jene im U-Matrixelement. Diese
beiden V’s heben sich gerade auf, sodass das Ergebnis gleich aussieht.
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in die Boltzmann-Gleichung ein, erhalt man

a]tc+qE Vf+vp rf——g

0 T

. - 1 .
= —iw8foe 't + qEge Tt - Vif = —;6foe““’t

q9 = . q 9fo q Ofon
= =g Yok = oo (WE®)) g = =g b U

Dabei wurde ausgenutzt, dass das externe Feld schwach sein soll und die entsprechende lineare
Antwort darauf dann auch schwach ist; also sind |Eo| und 6 f, beide klein und es folgt

Eof = Eofo + 0(|Eo|6f0)-

Man beachte zudem, dass f, das Gleichgewichts-f ist, das wir gemafd Abschnitt 7.2 als Fermi-Dirac-
Verteilung annehmen. Die Stromdichte ist aus Abschnitt 7.1 bekannt:

7, VZfd%vpf

Im Gleichgewicht ist kein (netto-)Stromfluss zu erwarten. Wir nehmen daher an, dass nur der 6f-
Anteil von f zum Stromfluss beitragt. Fiir einen Ansatz j(7, t) = J,(#*)e 't folgt somit

5 q _ _0fo
O(T',t) sz'[d?’p Vp5f0 ~1,(1)—_1V2fd3p ag vp(EO Up)
no

Definiert man einen Leitfahigkeitstensor g, impliziert iber

Ja = OapEp,

so kann man diesen an obiger Gleichung direkt ablesen:
_ qz 1 d3 _ afO
% =i —r1v 2, ) P gg, Vet
n,o

7.9 Leitfahigkeitstensor unter Sommerfeld-Naherung
Im Fall T = 0 ist f; eine 8-Funktion und ¢ = Er und daher kann man

9fo

—=—=0(E—-pw=-6(E-E

—2 = —6(E — W) = ~8(€ ~ Ey)
nihern. Ferner nimmt man an, dass die Dispersionsrelation nur vom Betrag von p abhingt, das heif3t
EP) = E(P]). Somit kénnen wir nun wie in Abschnitt 1.4 das Impulsintegral in ein Energieintegral
umschreiben. Allerdings hingt der Integrand wegen den Geschwindigkeiten hier durchaus von den
Winkeln ab, sodass wie d()z /47 nicht gleich 1 setzen durfen:

d3p = g(€)dE ddy
P=39 4’

Zudem nehmen wir an, dass uns die Summe {iber ¢ einfach einen Faktor 2 ergibt und wir nur ein Band
betrachten und daher die Summe iiber n nicht mehr benétigen. Unter all diesen Annahmen folgt fiir
den Leitfahigkeitstensor aus (>7.8)

2q

dQ
Oap = _m,——lvfg(E) dS—p §(€ = Ep)vaVpp-
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Da die Dispersionsrelation isotrop ist, folgt fiir die Geschwindigkeit

5 9E(P)
Uy = VpE(p) = oy

wobei €, der Einheitsvektor in p-Richtung ist. Das Winkelintegral reduziert sich dann auf

dQ, 1
‘[E epaepb = §6ab'

Nur die Diagonalkomponenten des Leitfahigkeitstensors bleiben iibrig. Die folgt aus der Symmetrie
oder durch explizites Nachrechnen: Setzt man etwa fiir a=1, b =2 den Kugelkoordinaten-
Basisvektor ein, erhilt man?

f aq, f sin8de do

T Coxery = e (sin @ cos @) (sin B sin ) = 0.

Den Faktor 1/3 erhalt man zum Beispiel fiir das Elementa = 1, b = 1 wie folgt:

aq, sinfdedb 1
fﬁ epxCpx = IT(sme cos@)? = T

Setzt man dieses Resultat ein und wertet anschlief3end die §-Funktion aus, die einem sagt, dass alle
Grofden am Fermi-Niveau zu nehmen sind, folgt

2 2q2 Q(EF)VI?(S
iw—1-1 Vv 3 @

2g° 1 1. .,
a0 = [ 9terde se ~ B3 005 = -

iw—171V

FirdenFall &; ~ p
durch

2 folgt g(Eﬁ) = a,/E; mit einer Konstanten a. Somit ist die Teilchendichte gegeben

2 (EF 2a (FF 4a 4
n==| dg()==— dE\/§=WE§/2— (Ep)Ep.

V), v, BT
Mit Er = m*v# /2 folgt somit

2q* g(Ep) 2Ep q 1
iw—1-1 V 3m %" ip—_g1 g lab

Oap =

Hatten wir die Relaxationszeit impulsabhéngig, also T(E (ﬁ)) statt einfach T gewahlt, hatte sich kaum
etwas geandert: Wir miissten nun im Endergebnis offensichtlich einfach t — 7(Ep) ersetzen.

7.10 Elektro-Chemisches Potential

Setzt man die folgenden angenommen Relationen,

PR B 1 1f] = Sf  of _05f _ 5
f'=Jo+of, fo_eﬁ(F)(s(ﬁ)—u(F))+1' H=-7 %=% =

in die Boltzmann-Gleichung ein, erhilt man

6f - - - -
——=aE - V5(fo +6) + U5 - Vi(fo + 6f) = qE - Visfo + Uy - Vifo.

Da sich die Temperatur nur langsam im Raum &dndern soll, gehen wir davon aus, dass auch V;§f
vernachlassigbar klein ist. Zudem ist das Feld schwach, sodass wir auch E- V56f vernachléassigen
konnen. Man betrachte nun die Gradienten von fj:

1 Integrationsgrenzen sind selbstverstindlich ¢ € [0, 27] sowie 6 € [0, 7].
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f 0fo .,

pfO Vi 8( p) = == PYS Vg,
1 9fo
Vifo=Viy@m 1~ ax X 368((8 V3B + BVz(E — )
9fo 9B 9fo 1
m((e— MEAEE ﬁm) RS2~ - W ¥ 5T = s
0fo ( E—1
5 (~— v~ van).

Einsetzen in die Boltzmann-Gleichung liefert
8f _0fo . > E—p fo ., N
7 3 - Vs ( qE + TVFT + V;u) e vp (eEeC + TV;T),

wobei die Elektronenladung g = —e einsetzt und das elektro-chemische Feld und Potential
o 5 1 1 1

Eoe = E+ Vit = —Vo + - Vit =0 —V@ee,  Qoc = ¢ — U

eingefiihrt wurde.

7.11 Matrixgleichung fur elektrischen und Warmestrom
Setzen wir §f aus (>7.10) in die Strome ein, erhalten wir mit Indizes a,bund g = —e <0

2et 0 R E) —
25 fo( e, + (p; It

]E,a— V p ag

o oo
Joa=7 | €0 5¢

Vip T> V5,.aV5,bs

o E@) —u
E®-w (eEec,b + TvﬁbT V5,aV5,p-

Somit folgt

Zeszdg_ afo

Kitap = — v p %vﬁ,avﬁ,b:
2et 3
Klz,ab =- jd (S(P) ,u)vp aVs.b
2et _ afo
KZl,ab fdg (S(p) H)Vp avpb - Klz,ab'

2T _0f,
Kz2,ap = Vfdgp 66? E@) —w? V5,aVp,b-

7.12 Wiedemann-Franz-Gesetz
Wenn man nahe T = 0 die Sommerfeld-Ndherung

0fo _ m? "
56— -T2 e~ ) +

fir K5, 4 verwendet, verschwindet die fiihrende Ordnung, da (€ — u)6(€ — p) = 0 gilt. Die zweite
Ordnung liefert

2m? , R
Koz ap = —W(RT)ZT f a’*p 8" (E@) — W(EPD) — W2V V5 p-
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Mit Abschnitt 1.4 und der Annahme, dass die Geschwindigkeiten nur von der Richtung, nicht aber vom
Betrag des Impulses bzw. nicht von der Energie abhdngen, kann man das Energieintegral wie folgt
zweimal partiell integrieren:

[ 4@ € - w2 6" -1 = -2 [ @ 6©) €@ - w & € -
=2 [ dg 9(&) 6@ - 1) = 29w

Dabei haben wir die Zustandsdichte g einmal zusammen mit §” integriert und bei der zweiten
partiellen Integration zusammen mit € — u abgeleitet. Somit folgt

2m? 5 dQ,
Koz ap = _W(kT) T gg_@ fﬁ V5,aVg,bs
~g(Er)
wobei die Geschwindigkeiten wegen der §-Funktion auch am Fermi-Niveau zu verstehen sind. Wie in
(>7.9) gezeigt, kann man fiir eine isotrope Dispersionsrelation fde/47T VgaVgp = SapVE/3
verwenden:

27-[2 2 2
Kyzap = — Y (kT)*tg(Ep)vESap-
Definiert man die Warmeleitfahigkeit « als

. Koy, 2m?
Jo=-—kVT = K= —Taa = szTTg(EF)VI?

und vergleicht dies mit der elektrischen Drude-Leitfahigkeit fiir w = 0 aus Abschnitt 7.4,

2q* vig(Er)  29°

— — 2
7= 0 = TRy g1 3y PR
so folgt das Wiedemann-Franz-Gesetz (mit ¢ = —e)
Kk mk*T
o 3e?’

7.13 Hall-Effekt — Form der Boltzmann-Gleichung

Man betrachte die Boltzmann-Gleichung fiir ein Magnetfeld B und ein schwaches elektrisches Feld E.
Wie tiblich schreiben wir das Stointegral als I[f] = —8f /7 sowie f = f, + 6f, wobei f, die Fermi-
Dirac-Verteilung ist. Die Boltzmann-Gleichung ist nun zunéchst
af = - =4 - 5f
E+qE-Vﬁf+q(vﬁxB)-Vz;f+v,;-V;f= 5
Wie tiblich vereinfachen wir die Boltzmann-Gleichung zunachst mit einer Reihe von Annahmen: Wir
suchen ein stationdres Ergebnis, fiir das df /9t = 0 gilt, sowie eine homogene Losung mit V:f = 0. Fiir
ein kleines elektrisches Feld gilt zudem

E - Vﬁf =FE- Vﬁ(fo + 5f) =~ E- Vﬁfo-
Den Term mit dem Magnetfeld kann man schreiben als

- =g - =4 af
(75 x B) - Vsfo = (95 x B) 'a—évﬁgﬁ =0,
=

da (@ x b) - @ = 0. Setzt man dies alles ein, erhalt man die Boltzmann-Gleichung in der Form
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7.14 Hall-Effekt — Ansatz

Wir wollen nun einen Ansatz fiir §f wahlen. Wir betrachten dazu noch einmal den Abschnitt 7.4 zur
Drude-Leitfahigkeit, die wir damals fiir ein oszillierendes elektrisches Feld berechnet haben. Hier ist
unser Feld konstant, wir kdnnen also die Drude-Leitfahigkeit fiir den Fall w = 0 betrachten.

Dort, in (>7.8), haben wir aus folgender Boltzmann-Gleichung folgende Losung hergeleitet:

=4 6f —iwt q afO = —> —lwt 0 afO = -
CIEVﬁf——T =4 5f—6f0€ magEo TqagEo Up

Dies entspricht genau unserem jetzigen Fall, nur, dass wir nun zusatzlich zum elektrischen Feld noch
ein Magnetfeld haben. Wir wéhlen daher fiir §f nun den Ansatz

afO - 4
of = —Tqa—gﬁ vp - X

mit einem unbekannten, zu bestimmenden, konstanten Vektor X , der von dem externen elektrischen
und Magnetfeld abhdngen wird.

7.15 Hall-Effekt — Losen der Boltzmann-Gleichung
Setzt man diesen Ansatz in unseren jetzige Boltzmann-Gleichung ein, erhdlt man in dem Magnetfeld-
Term den Ausdruck

- - - - a - e
q(vﬁ X B) - V0f = —qu(vﬁ X B) - Vﬁ—f(i(v,; -X)
5 5 0
=—1q*(V3xB) | (V5 - X)Vz=—+—=—V;5(V5-X
G xB)- (G P2+ 20,055 5)

e o o
= —1¢*(¥5 X B) - \(Vﬁ'X)KgLﬁgﬁ +6—<€;Vﬁ(vﬁ'X)/
14

wobei der Term mit der zweiten Ableitung von f, wegen (@ X 5) -d = 0 verschwunden ist. Wir
nehmen nun einfachheitshalber die Dispersionsrelation £; = p%/2m* an, sodass ¥ = V3E; = p/m”.
In diesem Fall gilt

SIS 1
(Vﬁ(vﬁ . X))i = V505X = ?Xi-
Somit folgt nun fiir unsere Boltzmann-Gleichung von oben

2 0h . _ O

qk - 3, ——7—Q(5ﬁX3)'Vﬁ5f
= af0—> fO —> v q n afO"
E-—23 X+ s X B) ==X
= abgg Uy =a5g T X+ o3 X B) 5
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& E=X+tqm~(BxX)
& é=%—twc(bxX).
X 1 eB

b= é = X = q=—e we = =
) ) ) (o lémc m*'

Wir schreiben nun unseren gesuchten Vektor X in einer (nicht notwendigerweise orthogonalen) Basis
{é,b,éx b}:

Einsetzen liefert

8=a§+ﬁ5+y5x5—rwc(5x(a5+ﬁ5+y§x5))
=a§+ﬁg+y§x5—rwc(a5x§+ygx(5><5))
=a5+[35+y§><B—Tmc(a5x6+y(5—5(5-5))),
wobei im letzten Schritt die BAC-CAB-Regel verwendet wurde. Wir kénnen nun die Koeffizienten der
drei Basenvektoren vergleichen:

Koeffizienten von é: 1=a—1wcy,
Koeffizienten von b: 0=p+ Twcy(l_; . (3),
Koeffizienten von & X b: 0=v+1twca.

Es lasst sich leicht nachrechnen, dass diese drei Gleichungen fiir die drei Variablen «a,f,y die
Losungen

1 wit? wCT
a4 =—-, ‘B =————¢-b, Y=
1+ wit? 1+ wit? 1+ w@t?

liefern. Die Losung fiir den Vektor X ist also

- - - - - 1 - - o\ - -
X = |E|# = |E|(aé + b+ yé X D) m(E+w%‘[2 (E-b)b— wcTE X D).
c

7.16 Hall-Effekt — Leitfahigkeitstensor

Im Abschnitt 7.4 haben wir den Drude-Leitfahigkeitstensor hergeleitet. Fiir ein konstantes
elektrisches Feld, das heif3t w = 0, liest er sich

j: O'DE.

0p = m*,

Wenn wir nun in der Herleitung der Drude-Leitfahigkeit in (>7.8) iiberall das E durch ein X ersetzen,
finden wir entsprechend, dass

j= O'D)-() mit 0p =
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gelten muss. Flir den im Falle des Hall-Effekt giiltigen Leitfahigkeitstensors stellen wir die Gleichung

. Op
Ja = OapEp = 0pXy = m(Ea + w(%‘TZ Epbpbg — wCTZEabchbc)
c

_ % 2.2
- 1+ w272 (5ab + weT bbba - wCTEabcbc)Eb
C

auf und schliefden daraus direkt auf die Komponenten von a,,:

Op
Ogp = ngrz (6ab + w%‘[z baby — wCTEabcbc):
op ( 1 0 O ba% bxby b.b, 0 b, —by \
o0=——=|10 1 0|+wit?|byb, b byb, |—wct|—b, 0 by ||
T+wct| \o o0 1 2 b, —b, 0
b,b, byb, b2 y  —bx
7.17 Hall-Effekt — Hall-Koeffizient
Firb = 2 folgt
o 1 —wct 0
o= —DZZ WceT 1 0
THoct®\ o 0 1+wie?

und somit fiir den Tensor des spezifischen Widerstands

) 1 wet 0 1
p=o0-"=pp|-wct 1 0], Pp = o’ bzw.  pap = pp(Sap + WcTEp3)-
0 0 1

Somit folgt
Eq = papjp = pp G+ 0cT] X 2)q.
Somit findet man fiir den sogenannten Hall-Koeffizienten

E, ppwct 1

R = ~ ,
Bj B ne

wobei E, die Feldkomponente senkrecht zum Magnetfeld und Strom ist.
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8 ZWEITE QUANTISIERUNG

8.1 Bosonen-Zustande
Ein Ortsraum-Zustand ¢, (7) werde durch eine Menge von Quantenzahlen a beschrieben. Dann ist!

ba(r1) - ¢p(r2)

ein 2-Teilchen-Zustand, wobei das Teilchen am Ort r; die Quantenzahl a hat und das Teilchen am Ort
1, die Quantenzahl b. Dies ist jedoch kein valider Zustand, dass wir nicht sagen kénnen, welches
Teilchen welche Quantenzahlen hat. Man weifd immer nur, wie viele Teilchen welche Quantenzahlen
haben, aber nicht welche. Die Zustidnde miissen daher symmetrisiert sein, also

Da(r1) - dp(12) + (1) - o (12).

Somit miissen alle derartigen sinnvollen Permutationen aufsummiert werden. Nicht sinnvoll sind
Permutationen von zwei Teilchen im selben Zustand, denn

Pa(11) - Pa(12) = Pa(12) - Po(12).

Derartige nicht-sinnvolle Permutationen gibt es N;! N,!--- Stiick, wenn N, Teilchen im a-ten Zustand
sitzen. Die Gesamtzahl aller sinnvollen Permutationen betragt daher

N!

N;innvoll = Nl! NZ!

Ein beliebiger N-Teilchen-Zustand ergibt sich dann aus der Summe aller sinnvollen Permutationen P
und einem Normierungsfaktor 1/./ Ninnvol:

Nl! Nz' A

|N1N2...)= NI

|¢a1 (7"1) ¢aN (rN))-

Play,..an}

Eine Menge von Quantenzahlen a; legt einen bestimmten Zustand fest; statt eine solche Menge von
Quantenzahlen zu benutzen, um Zustidnde zu charakterisieren, konnen wir die Zustiande einfach
durchnummerieren. a; steht dann nicht mehr fiir eine Menge von Quantenzahlen, sondern fiir die
Zustandsnummer. Fiir a; = 1 beschreibt i-te Wellenfunktion den ersten Zustand mit N; Teilchen. Die
Summe tber P{a,,..,ay}, im Folgenden kurz P, geht dann uber alle Permutationen von
Zustandsnummern, sodass die 1 genau N; mal vorkommt usw. Fiir einen 3-Teilchen-Zustand mit
[N, Np) = |2,1) gilt zum Beispiel

Play,ay,a3} =1{1,1,2},{1,2,1},{2,1,1}.
aiaas a;aas a;a,as
Die Zahl, die die a; annehmen konnen, ist also die Zustandsnummer. Wie oft eine solche Zahl
vorkommt, etwa die 2, ist die Anzahl an Teilchen im zweiten Zustand N,. Innerhalb eines Summanden
ist die Summe iiber die a; also immer dieselbe, namlich

Anzahl
N Zustande
2a1=N1+2N2+= Z nNn.
i=1 n=1

8.2 Matrixelement von bosonischen 1-Teilchen-Operatoren |
Man betrachte folgendes Matrixelement:

1 Die Vektorpfeile der Argumente werden in den folgenden Abschnitten weggelassen.
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N
N I'N,!
(N1N2 |F()|N1N2 e zz<¢a1(r1)"'¢aN(rN)

i=1 PP

fr(il) ¢a1 (Tl) ¢aN (TN)>-

Al

Nun kann fr(il) nur auf ein einziges Teilchen wirken, namlich nur den einen der 1-Teilchen-Zustande

¢q,(1;) verandern. Wenn man das Bracket als Integral umschreiben wiirde, wiirde man fiir jede der

Koordinaten 7, ein (Volumen-)Integral erhalten. Steht kein Operator mit dem richtigen Index f.. ()

dazwischen, der auf die entsprechenden Zustinde wirkt, separieren all diese Integrale. Wir
bekommen also N — 1 separierte Matrixelemente ohne Operator und das eine i-te Matrixelement mit
Operator:

N'N
(NN o [FO NN ) = 2202 ZZ(%,

i=1 PP

(1)

akak

b 1) )ﬁ CNCINC)

Fiir nicht verschwindende Matrixelement werden also alle @, durch das entsprechende a;, festgelegt,
fiir alle k # i. Da die Summe tber alle d;, aber immer dieselbe sein muss, wie wir in (>8.1) iiberlegt
haben, muss @; damit automatisch gleich a; sein - eine andere Moglichkeit ist nicht in der Summe iiber
die Permutationen P enthalten. Was somit iibrig bleibt, ist

|
(NyNy - [FO|N, N, - _ N NZ ZZ(‘%

Man betrachte nun die Summe iiber i fiir eine feste Permutation 2. Egal welche Permutation gewéahlt
wird: Es wird immer N,-mal ein a; mit dem Wert a geben, denn in jeder Permutation gibt es N,
Teilchen im a-ten Zustand. Nur die Reihenfolge ihres Auftauchens in der Summe iiber i hangt von der
gewahlten Permutation ab. Da die Summe kommutativ ist, spielt die Reihenfolge aber keine Rolle. Die
Summe tiber i ist daher unabhéngig von jener liber die Permutationen und kann davor gezogen
werden:

(1)

)

Nl' Nz
(NN o [Ny, - ZZ (ba, G| |0, 0)
Anzahl Anzahl
Zustande Zustande

MREYS e

Ba) = Y M (I o00) P D
P

P a=1 a=1
=1
Anzahl
Zustande
= ) Nafalf®la)
a=1

Im letzten Schritt wurde das Matrixelement noch in ein raumunabhingiges Matrixelement
umgeschrieben.

8.3 Matrixelement von bosonischen 1-Teilchen-Operatoren |l

Aufder dem Matrixelement, dass in (>8.2) berechnet wurde, gibt es nur noch ein weiteres, das nicht
verschwindet, ndmlich

("'Na Ny — 1+ |F(1)| Ny — 1Ny )

Dieses Matrixelement beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass ein Teilchen aus dem Zustand |b) in
den Zustand |a) wechselt, sodass sich N, um 1 verringert und N, um 1 erhéht. Zur Berechnung setzen
wir wieder unsere Formel flir den N-Teilchen-Zustand ein:
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("'Na Ny — 1 - |F(1)| N, — 1N, )

NyIN,! oo (N — 1)L e (N — 1)1 oo
- NI

N (1)

Ny

Q

Mz

¢a1 (rl) ¢aN (rN)>-

Z <¢a1 (r) - ¢aN
PP

Die Faktoren N,! und N,! kommen nur in je einem der beiden N-Teilchen-Zustdnden vor; der andere
enthilt nur die Faktoren (N, — 1)! bzw. (N, — 1)!. Daher gibt es unter der Wurzel nur einen einzigen
Faktor N,N; jeden anderen Faktor gibt es hingegen doppelt - je einmal aus jedem der beiden N-
Teilchen-Zustiande —, sodass bei ihnen die Wurzel verschwindet.

1l
-

i

Im Bra stehen nun dieselben 1-Teilchen-Zustinde, wie im Ket, auf3er dass im Bra ein zuséatzlicher
Zustand |a) vorkommt und im Ket ein zusatzlicher Zustand |b). Damit das Matrixelement nicht
verschwindet, muss dieser zusatzliche Zustand |b) in einen Zustand |a) umgewandelt werden; dies

kann nur durch den Operator fr(il) geschehen; der Operator muss also zwischen |b) und (a| stehen
und nicht zwischen anderen Zustdnden, damit das Matrixelement nicht verschwindet. Also gilt

<“'Na Ny — 1 |F(1)| Ny — 1N, )
_ NyIN,t-e (Ng = D)t (N, = 1)! -+

N Ny Nb

PRCAD

(#a0

N
ﬁi”lm(n))ﬂ ba, 10| B (1)

=8ayay

_ NyINp! e (N — DU (N — 1)1

N! \/—b

- 51
|
b

)| )

1l
_

i=1 P\i

Mit den Kronecker-Deltas verschwindet die Summe iiber , nicht aber jene iiber 2. Allerdings ist nun
das i-te Teilchen von der Permutation ausgenommen, da dieses sicherlich im Zustand |b) bzw. {a| sein
muss; wir permutieren mit der Summe tiber P \ i also nur alle iibrigen N — 1 Teilchen. Das verblieben
Matrixelement hdangt von dieser Permutation sicherlich nicht mehr ab, da das i-te Teilchen, das im
Matrixelement betrachtet wird, nicht mit permutiert wird. Somit kann man das Matrixelement vor die
Summe tiber P \ i ziehen:

(+*Ng N, —1- |F(1)|...Na_1...Nb...)

NaNb S (1) NllNZI(Na—l)I(Nb—l)l

v 2 (a0 0) v -1)!

=1 ' P
=1

T

Das Matrixelement ist nun ein Integral iiber r; und ist damit nicht mehr abhingig von der
Integrationsvariable oder von i, sondern fiir jeden der N Summanden gleich. Die Summe kiirzt also
das 1/N und man erhélt in raumunabhéngiger Schreibweise

(+Ng-Ny—1- |F(1)| Ny =1+ Ny ) = \/W(a|f(1)|b).

8.4 Erzeugungsoperator aus Definition des Vernichtungsoperators
Aus der Definition des Vernichtungsoperators

e ) = \/N_bl"'Nb_l"'>

folgt direkt jene fiir die Erzeugungsoperator durch hermitesche Konjugation:
<~~~Nb---|€ll = [Np(-++Np — 1| = (...Nb...|a2|...1vb_1...);: /N,
PN @Z|...Nb_1...)= [Ny Ny -) PN aZ|...Nb...)= [N, + 1|---Ny +1---)
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8.5 1-Teilchen-Operator mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
Wenn wir den 1-Teilchen-Operator als

FO = (a|f®|b)ala,

a,b

schreiben, bekommen wir direkt die in (>8.2) und (>8.3) berechneten Matrixelemente

(NN - [FOINN, ) = > (alFD[b) (No . [afap| NN, ) = D NafalF[b)
a

ab =Ngbap
und
(No oo Np = 1o [FO] o N = 1+ Ny -+ )
Z |f<1>|d Ne Ny —1..|aF8g] .. Ny — 1N, ..) = NaNp{alf@|b).
c.d ={NaNp8cadap

8.6 Matrixelement von bosonischen 2-Teilchen-Operatoren |

Im Abschnitt (>8.2) haben wir folgendes Matrixelement fiir einen 1-Teilchen-Operator berechnet;
analog dazu fithren wir diese Rechnung nun mit einem 2-Teilchen-Operator durch:

N
Ny!Ny!ee 1
(NyNy - |[FD Ny Ny -+ ) = 1N,2 EZZ<¢al(r1)---¢an(m)

i#]j

12| 0, 02) G, ().

wobei wir £ ; = £}, ;. ;/2 verwendet haben. Nun kann f ; nur auf das i-te und j-te Teilchen wirken;

aus allen anderen Matrixelementen, in denen nicht d1e 1-Teilchen-Zustande ¢, (r;) oder ¢a(r])

vorkommen, kann man den Operator daher herausziehen; diese Matrixelemente separieren dann,
denn es sind voneinander unabhéngige Integrale:

(NN - |F(2>|N11v2 )

- Z > (#0000, ()|

Lj=15p
i#j k¢l

©))

TT]

ba, ()0, (1 )]_[ (60,010 |$a, ().

_Sakak

Fiir nicht verschwindende Matrixelement werden also alle a;, durch das entsprechende a, festgelegt,
fiir alle k # i. Da die Summe nur tiber Permutationen der g, (fiir alle k) geht, bleibt fiir &; nur a; oder
a; ibrig und entsprechend d@; = a; oder @; = a; - eine andere Moglichkeit ist nicht in der Summe tiber

die Permutationen P enthalten. Die zwei iibrigbleibenden Méoglichkeiten liefern uns zwei
Summanden:

(NyNy - |[FP|Ny Ny - )

SN Z (00 000,52 00, ), ()
P l'] .1
| (00, 000, (7) |2 b ()0, (7))
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Man betrachte nun eine beliebige aber feste Permutation . Die Summe iber i liefert dann N,-mal
einen Zustand ¢, (r;) und die Summe tiber j liefert fiir N, — 1-mal den Zustand ¢, (rj) und N,-mal den
Zustand ¢, (r]) fiir alle b # a.! Also gilt

(1\/11\]2 |F(2)|N1N2 )

Anzahl
Nl' NZ Zustande
= ZZ D NNy (1= 805 + NNy = D8 ((ab|f@[ab) + {ba| @] ab))
Anzahl “b=l
Zustande
D Waly(1 = 8) + Ny = D8)({ab|f @]ab) + (ba £ @ |ab)),
ab=1

wobei wir gleichzeitig die Matrixelement raumunabhangig geschrieben haben. Die Summe iiber die
Zustdnde a, b hdngt nun nicht mehr von der Permutation ab; daher kann man verwenden, dass die
Summe iiber die Permutationen nichts weiter als einen Faktor liefert, der der Anzahl an
Permutationen entspricht und den Bruch mit den Fakultdten wegkiirzt.

8.7 2-Teilchen-Operator mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren
Wenn wir den 2-Teilchen-Operator schreiben als

1
FO =2 {ab|f@|cd)alafaqa.,

abcd

bekommen wir dasselbe Resultat fiir folgendes Matrixelement wie in (>8.6):

1
(N [FOIN, Ny ) = = " (ab| @ ed) (NuN, - [akafacaa| Vi, )

abcd ~8ac0pa+6adOnc

1
= zZ(NlN2 - |ata}aqay| NN, -+ )((ab|f @|ab) + (ab|f @|ba)).
ab

Flir Summanden, in denen a # b gilt, folgt
(NyN, - |alal aaap|NyNy -+ ) = (NyNy - [Ny Ny | Ny Ny -+ ) = NNy,
11¥2 a“p“Lab|iV1iV¥2 14V2 a'Vb|1V11Y¥2 a''b

Fiir Summanden, in denen a = b gilt folgt

(N].NZ |a ATaaaa|N1N2 "') = (N].NZ eee |@2N\ada|N1N2 "')
= (NyN, - |af (@, N, + [N, @g])|[ Ny Ny -+ ) = (NN, - |af (@, N, — @o) [Ny N -+ )
= (NN -+ |[NZ = Ng|NyNy -+ ) = Ng(Ng — 1).

Insgesamt folgt also
<N1N2 |F(2)|N1N2 )
1
= =) (NaNy(1 = 8) + No(Ng = D30 (b @]ab) + (ab| @ |ba))
ab

Fiir das hintere Matrixelement konnen wir nun die Summationsindices a & b umbenennen, dann
stimmt dieses Ergebnis mit jenem aus (>8.6) iiberein.

1 Beispiel: Man betrachte beispielhaft die Permutation {1 1 1 2 2} in der Notation von (>8.1), wo das erste
Teilchen im Zustand 1 ist und das vierte im Zustand 2 usw. Die Summe {iber i ist eine Summe iiber die
Teilchen; somit wird ¢,; genau N; = 3-mal ¢, sein und N, = 2-mal ¢p,. Wenn ¢, = ¢, ist, kann ¢aj noch

N; — 1 = 2-mal ¢ sein und N, = 2-mal ¢,.
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8.8 Kommutatorrelationen fiir Feldoperatoren
Mit der Definition der Feld-Operatoren und der Vollstandigkeit der 1-Teilchen-Zustdnde im Ortsraum

> Ga@pa) = 8G - )
folgt direkt

TIGRAGH Z AGINGILALHE Z D)) = 6G =7,

—Sab
Lt (7 Lt (2] = Lx o =1 Al'l' Al‘I' _
W@, = Y ¢x Gy’ @) |axt "] = o,
a,b =0

da[a,, a,] = [a],al] = o.

8.9 1-Teilchen-Operator mit Feldoperatoren

Aus (>8.5) kennen wir die Schreibweise von F® mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren.
Daraus folgt

FO = (af®|b)ata, = f dr ga () Dby () af

a,b
= | d® ) ¢i(al f“) br(Pa, = | dBrypt@EfDyp(@).
[oor Sosont 0 T |

=yt @ =)

8.10 Hamilton-Operator fiir Streuungen
Man betrache die libliche Form des Hamilton-Operators

H= Z H® + Z vO®F-7),  HY =Ll o)
2m
i<j
fiir freie, aber wechselwirkende Teilchen, also U™ = 0 und U® # 0. GemaR unseren Formeln aus
Abschnitt 8.1 konnen wir diesen Hamilton-Operator mit Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

schreiben als
d d ~ ~ 1 ~ ~
H= ) GaHOBata, +5 ) (Badslu®|ie)ayal a5
P1.b2 D1D2D3P4

Dabei verwenden wir nun einfach die Impulse als Quantenzahlen bzw. Zustandsnummern; wir haben
schliefllich freie Teilchen. Freie Teilchen, also ebene Wellen, haben die 1-Teilchen-Zustinde (im
Ortsraum)

Damit konnen wir nun die Matrixelemente berechnen (zum Vorfaktor VV des Kronecker-Deltas siehe
Abschnitt 1.5):
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1 1 oo R ﬁf N
. H(l) N, — —— (»n Vz " = __f d3‘r e_Lpz'rVZelpl'T = _J- d3r e—l(pz—p1)'T
(pz | |P1> om (p21V*|py) omv omv
=V&3,5,
_Pr
- ﬁ p2D1"
Somit gilt
>2 =2
1 At oA b1 At oA b” o+
Z (Pa|H PV Pr)ag, 85, = ) 5 ~p,5, 85,85, = Zz_aﬁaﬁ
P02 P1,P2 P

Das andere Matrixelement ist ein wenig komplizierter:
<" > |U(2)|" =4 ) = 1 d3r. d3 —ipsTy —iﬁ4'FzU 2 2 piP1T il T,
P3Ps pP1iP2) = V2 rpare e (r, —1y)e e .

Wir kénnen nun Relativ- und Schwerpunktskoordinaten einfiihren:

= =
- T1+T2 — —
R=—=2",  F=f-f = #=F+;f H=R-3f

N[ =
N[ =

Man beachte, dass die Jacobi-Determinante dieser Transformation 1 ist, sodass d3r; d3r, = d3R d3r
gilt. Setzt man nun diese Ausdriicke fiir 7, und 7, ein, erhalt ein Integral iiber R und eines tiber r, die
sich auseinanderziehen lassen. Das R-Integral lautet

3p ,—iPsR,—iPyR ,iB1'R,iB2R — 3p ,—i@Bs+Ps—P1-P)R — V8. . . .
dee 3ReT P elP1RelP2 —dee 3TPaTPITPR = V85 15, Bt pa
Das r-Integral lautet

P3 —p4;p1+pz 7

f d3r =15 126 IBsT 12 ) (7) P17 /2 -1F27/2 = f Bre- )
=V U((Bs —Pa— Br +52)/2),
wobei U(p) die Fouriertransformierte von U(7) ist (siehe Abschnitt 1.5). Somit folgt
> BAPBp)aY 8l 65,85,
P1P2P3Pa
= > abab 5,85, U — s — B+ 5/ D555,
P1P2P3Pa

Das Kronecker-Delta hebt eine der vier Impulssummen auf - es wird also nur liber drei unabhéangige
Impulse summiert. Wir fiihren den Impulsiibertrag q ein mit

q =P3s —P1 =Pz — P
wobei die Gleichheit von p; — p; und p, — p, aus dem Kronecker-Delta folgt:
D1t P2 =3+ Ds S P3 — P1 = P2 — Pa-

Wenn wir p, = p, — q einsetzen, erhalten wir

P1D2D3Ds

— /\1- A'l‘ A~ P 7 g - - -

= 2 ay ay 85,05, U((Ps — p3 + G = B1 + P2)/2) 85,45,5, 45,4
L - —
P1P2P3q =6f53$1+¢7

—_ /\1- A"‘ 5. A, 77>

a Z aﬁ1+aaﬁ2—ﬁap1ap2 U(q)
P1D2q
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Insgesamt ist der Hamilton-Operator nun also

8.11 Definition der Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren bei Fermionen
Wir wissen, dass (fiir N, = N, = 1)

("'Na Ny — 1 |F(1)| Ny —1-+N, )

= <a|f(1)|b) . (_1)Z£=a+1Nk = Z(C|f(1)|d)(...1va Ny — 1 |azad| Ny =1 Ny ).
cd

Dies legt nahe, dass wir die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren mit folgenden Vorfaktoren
definieren sollten:

al] Ny )= (_1)2%;iNk|...Na +1-) (fir N, = 0),
Ayl Ny )= (_1)2%;iNk|...Na —1-) (fir N, = 1).

Man beachte, dass fiir N, # 0 die erste Zeile wegen des Pauli-Prinzips verschwindet, ebenso wie die
zweite Zeile fiir N, # 1. Somit bekommen wir ndmlich den korrekten Vorfaktor:

Z(C|f(1)|d><”'Na Ny — 1o [atag| - Ny — 1Ny )
cd

- Z<C|f(1)|d>5ac5bd (—1)Zk=1 Vi (1) Zk=1 Ve = (alf®|b) - (—1)Zk=as1 N,

cd =(—1)ZR=aNk

8.12 Antikommutatorrelationen bei Fermionen
Betrachten wir mit N, = N, = 1 folgende Gleichungen:

ApQg|--*Np+-+Ng-) = (_1)Zﬁ;iNk Ap|Np "Ny — 1)
= (—1)ZEINk(=1)Z=i Nk« oo Ny — 1Ny — 1),

Ayl Ny - Ny e ) = (—1)ZZNk - G |- Ny — 1+ Ny -+ )
= (—1)Zk=INk(—1)ZRIANE < [ooo Ny — 1+ Ny — 1+++).

Nun gilt N; = N, —1 = 0und N’ = N, — 1 = 0. Im oberen Fall, bei N, dndert dies jedoch nichts, da
a > b in der Summe von k = 1 bis k = b — 1 nicht vorkommt. Im unteren Fall, bei N}/, fehlt hingegen
ein Faktor —1, denn b kommt in der Summe von k = 1 bis k = a — 1 vor, N, ist aber null. Also gilt

Aplgl- Ny - Ny ) = —ag@p |-+ Ny -+ Ny ) = {a,a,}=0 = f{alal}=o.

Mit genau derselben Begriindung folgt fiir N, = N, = 1unda # b

Apal]-- NNy —1--)y=—alay|-Ny-Ny-) = {al,a,} =0, fir a#b.
Hingegen gilt

aaam...]va — 1)y =]Ny—1-), (1 — a:rlaa)|...1va — 1)y =]Nyg—1-)

= {al,a,} =1
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9 WECHSELWIRKUNGEN

9.1 1-Teilchen-Korrelationsfunktion fur freie Fermionen
Die 1-Teilchen-Korrelationsfunktion sei definiert als

2
90(7_”)2 - ?1) = E(<P0|¢;(?2)¢a(771)|‘ﬂ0)-

Wir wollen die Korrelationsfunktion nun fiir freie Fermionen berechnen: In diesem Fall ist |¢,) der
N-Teilchen-Grundzustand freier Elektronen. Genauso wie fiir Bosonen im Abschnitt 8.1 kénnen wir
uns nun auch fiir Fermionen dieselben Feldoperatoren

Yo (F) = Z bq (F)aaa: l/); (7_')) = 2 ba (F)ajw

definieren, wobei wir die Feldoperatoren spinabhdngig definieren und nur iber die anderen
Quantenzahlen a summieren. Da wir freie Fermionen betrachten, ist es sinnvoll, die Zustdnde nicht
durch allgemeine Quantenzahlen a, sondern direkt durch Impulse p zu charakterisieren. Auf3erdem

konnen wir fiir freie Fermionen ebene Wellen ¢5(7) = e'P" /\[V einsetzen. Somit erhalten wir fiir die
Korrelationsfunktion (mit 7 := 7, — 7, und x = pgr)

1 o
(p(,) -— Z Ny, e~iP

2 .
o —iPy Ty ,iP, T T
0a(F) = o ) € PP (polaf a,

P1.D2 1 . P fir |p|<spp =2
=5N3, 6?132 fiir p;<pf, sonst 0
Pr 43 23 i -
_ E d°p g _ E 1 2 in 0 dp d eiP" 050 = Esm DET — DpT" COS DT
= IS e’’’ = 572 psinfdp do e = 52y
nJ, (2m) n(2m)? ), n m2r
_ 2sinppr — ppr cOSppr 3 sinx — x cosx
n 2m2x3 /p3 x3 '

Dabei wurde im letzten Schritt pi = 3m?n eingesetzt. Man beachte dabei, dass das Matrixelement fiir
einen bestimmten Spin ¢ definiert ist, wir N; jedoch als Teilchen mit Impuls f definieren wollen -
unabhangig vom Spin. Daher gilt im Grundzustand fiir || < pg, dass N = 2 ist. Da das Matrixelement
aber wie gesagt nur pro Spin definiert ist, liefert es nur ein Teilchen mit Impuls p; daher haben wir
Ng, /2 mit Nz = 2 geschrieben.

Bei der Definition der 1-Teilchen-Korrelationsfunktion haben wir den Vorfaktor n/2 vor dem
Matrixelement so gewahlt, dass g,(0) = 1 gilt, wie man sich mithilfe von ’Hospital iiberzeugen kann:
s . .
w(smx—xcosx) . 2cosx —xsinx _

50(0) = 3 By = 3y =

4 s
dx3 ™

9.2 2-Teilchen-Korrelationsfunktion fir freie Fermionen
Die 2-Teilchen-Korrelationsfunktion sei definiert als

> > 4 oo oo > >
Y9o,0, (7”2 - 1"1) = ﬁ(‘pollpal (Tl)ll)az (T‘Z)l/)az (rz)lpcrl (T1)|(p0)'

Wie in (>9.1) wollen wir nun diese Korrelationsfunktion fiir freie Fermionen berechnen. Wir setzen
dazu dieselben Formel fiir die Feldoperatoren wie dort ein:
__ e iGB0oi B8 [ ot af a4 as
n2y2 Po P01 " Proy “P3024D407
P1P2P3Pa

o)

90102 (772 - 7_11)
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Betrachten wir das Matrixelement genauer: Fir o; # 0, gilt unter Verwendung der
Antikommutationsrelationen aus Abschnitt 8.3

t t — t t . .
<¢0 aﬁlalaﬁzazap302ap401 (P0> - <(P0 aﬁlalaﬁzazap401ap302 §00>

1
(P0> = Z Nﬁ1 Nﬁz 5ﬁ1ﬁ4 5ﬁ2ﬁ3'

— t t
- <(P0 aﬁlalap401aﬁ262 As0,

Der Faktor % kommt dadurch zustande, dass wir Nj; als Anzahl Teilchen mit Impuls p bezeichnen.
Dies sind in unserem System fiir || < pr immer genau 2, je eins mit Spin-up und Spin-down. Da hier
nicht liber die Spins summiert wird, erzeugt uns der Teilchenzahloperator a; +5,0 aber nur ein
Teilchen mit Impuls p fiir einen der beiden moglichen Spins; daher miissen wir - wie auch bereits in

9.1) - Nj3/2 statt N schreiben.

Flr o; = 0, = o gilt hingegen

1
- toas: abt a- =—_N:Ns 8z 6nn
<§00 A5, 030 Ap,0 Mac (Po> - 4NP1NP26P1P36P2P4

T t _
<<p0|aﬁlaaﬁ20’ap30'ap40' g00> -

1 .
(P()> = ZN51NI32 6ﬁ1ﬁ465253

T T
<§00 aﬁlaamaaﬁzaapsﬂ
Entweder muss also p; = p; und p, = p, sein, oder p; = p, und p, = p3. Da wir iiber die Impulse
summieren, miissen wir beide Beitrage berticksichtigen.

Zusatzlich verschwinden alle diese Matrixelemente natiirlich, falls einer der Impulse grofer als der
Fermi-Impuls ist, da Zustdnde mit solchen Impulsen in |¢,) nicht enthalten sind. Dass die folgenden
Summen nur iiber Impulse mit |p| < pg gehen, sei impliziert.

Somit folgt fiir o7 # 0,

- - 4 1 ]V2
ga1az(r2 _Tl) = 4n2)2 Z Nﬁ1Nﬁ2 = nZVZZNﬁ1ZNﬁ2 = n2y2 =1

S

P1P2 P1 P2

und fiiro; =0, =0

4 L ol a s o
2P = i(Bs=D)T1pi(P3—D)ToN . N = 2 282 2 — 8= 2 O o
Yoo (TZ rl) 4n2y?2 Z e e NP1 NPz (6P1P4 5PZP3 5P1P3 61’2?4)
D1D2D3Ps
1 o s s o

= T Z Nﬁ Nﬁ (1 — el(Pz—P1)'r1el(P1—Pz)‘Tz)

n2y 17 D2

P1D2

— NZ _1 N> N ipy-(ty=T1) p—iDy-(—T1) — 1 ™ 22
- nZVZ - TLZVZ ﬁl ﬁze e - - |g0’(r2 - rl)l )

P1D2

wobei die letzte Umformung giiltig ist, da wir aus (>9.1) wissen, dass!

=) = = N i Gar)
o\ — 1 = . pe
p

N N Nos @i (o) g =iBy (Fo=7)

= |go(r2_r1)| = o2 BV P, € e '
n4ve £y
P1Db2

Insgesamt ergibt sich also

1 Wie gesagt ist bei samtlichen Summen hier die obere Grenze |p| < py impliziert.
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7) = {1, fir oy # 0,
920D =11~ g, I, fir oy =0, =
9.3 Analyse der 2-Teilchen-Korrelationsfunktion

Plottet man die Funktion g,,(7) = 1 — |g,(#)|? mit dem g, (#), das wir in (>9.1) berechnet haben,
erhilt man mit x := pp|#| den folgenden Graphen:

0 T T T 1 X
0 5 10 15 20

Esist also sehr unwahrscheinlich, dass sich zwei Fermionen sehr nahekommen. Die Reichweite dieser
,Pauli-Wechselwirkung” liegt bei einem festen x = Xp,y; = PpTpaui, geht also mit rp,y; ~ pit. Wir
definieren uns einen solchen Fermi-Abstand mit

9m\ /3 1
T = (—) —.
f 4 Pr
Setzt man hier den Fermi-Impuls fiir ein freies Fermi-Gas py = (32N /V)!/3 mit Teilchendichte n ein
und stellt nach V /N um, erhilt man
[
N = 57’[7"1: .
Der komische Vorfaktor (97/4)!/3 sorgt also dafiir, dass eine Kugel mit Radius 7 genau dem Volumen

pro Teilchen entspricht. Zuletzt definieren wir den dimensionslosen Parameter 5 als Verhaltnis von
7% zum Bohrschen Radius:

T (9n)1/3 1

Te ==
s 4 QoPr

QAo

rg ist ein Mafd fiir die relative Stirke der Pauli-Abstoffung und der elektromagnetischen
Wechselwirkung.

9.4 Hamilton-Operator des wechselwirkenden Fermi-Gases
Wie im Abschnitt 8.2 schreiben wir einen allgemeinen Hamilton-Operator als

N N
A2
H= z H® + Z U -7), HY = f—r‘n +UD@),
i=1 i<j
wobei p; = —iV; der Impulsoperator ist, dessen Ableitung auf die Koordinaten des i-ten Teilchens

wirkt. Schreibt man nun die 1- wund 2-Teilchen-Operatoren mit Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren um, so wie wir es allgemein im Abschnitt 8.3 getan haben, folgt

1
H= Z(a|H(1)|b)a:rwabU +5 Z (ab|uP|cd)al,, al, aae,aco,-

o,ab 0102
abcd
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Zusétzlich haben wir hier nun noch den Spin beachtet; a, , vernichtet ein Teilchen im Zustand a mit
Spin o. Diesen Hamilton-Operator kénnen wir nun analog zu (>8.9) durch die fermionischen
Feldoperatoren aus (>9.1) ausdriicken:

> lal®lb)alan, = [ dr 2 $aH P40 el = [ @rvic n® v,

ab

Z (ab|U(2)|cd) Ao, azgzanga,:a1
abcd

- J A1y 431y G (7)o (D) UD e(F)ba () alo,ab, G, dco,
= [ @ @, i, GO, G) U i, G, ().
Insgesamt ergibt sich also
= [ @yl HO 4,0)
>

1
+5 ) j &1y 1y 93, (FYg, () UP @ = 12) Yo, (R, (7).

0102

9.5 Erwartungswert der potentiellen Energie
Der Hamilton-Operator der potentiellen Energie ist in der Gel-Modell-Naherung U® = —n,U,

Hyw = . [ @rpd@ U o) = -ntiy Y. [ & wi @, .
o g
Fiir den Erwartungswert mit freien Fermi-Gas-Zustdnden folgt somit

Epot = <(pO|Hpot|(p0> nIUO jdg ¢O|¢a(r)¢a(r)|(p0)
=594(0)

Hier taucht die Korrelationsfunktion g, aus Abschnitt 9.1 auf, und zwar an der Stelle 7 — 7 = 0, fir die
wir ganz am Ende von (>9.1) g,(0) = 1 gefunden haben. Somit folgt

nn] U,

Epot = (@o|Hpot|90) = jd3r = —nnlUyV = —mUgN.

\-,-_J _V

9.6 Erwartungswert der kinetischen Energie
Der Hamilton-Operator der kinetischen Energie ist

Ho= Y [ErpidL 9,0 = o fd3r¢,,<r) V2, ().
g
Fiir den Erwartungswert mit freien Fermi-Gas-Zustdnden folgt somit

1
Exin = (@olHyinl®o) = _ﬁz f d3r (‘P0|¢Z(7) V2 ¢0(7)|(P0)-
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Wir setzen nun die Definitionen der Feldoperatoren aus (>9.4) ein, und zwar in der freien Naherung
mit ¢5(7) = e'P7/\[V (erneut charakterisieren wir unsere Zustinde anstelle allgemeiner
Quantenzahlen durch Impulse p):!

Wz [dr o752 08 (o] el
O'PP

- 1 -
— fd3r el P=P)7 <(p0|a;;raaﬁa|§0o> =om z 85D <(p°|az§’aaﬁ°’|q)°>
glﬁlﬁ’
5 e p?
z_m< 0| 55950 ‘p°> - Z 2m & f TP om
op a,pl<pp Spin 70

=1 fir |p|<pF sonst 0
Freie Fermionen haben die Dispersionsrelation € = p?/2m und somit die Zustandsdichte (pro Spin)

V(2m)3/?
(4m)?

=Y

9(&) =———=—Ve=yVe.

Man beachte, dass d3p := d3p V/(2m)3 und V/(2m)? gerade die Zustandsdichte im p-Raum ist. Somit
kénnen wir das Impuls-Integral in ein Energie-Integral umschreiben als

43 ﬁz Ep Ep 2 5/2 3
Eyin =2 d3}52—=2 dEg(&) E =2y d££3/2=2 EE Sg(EF)EF —SNEF
0 m 0 0

Das letzte Gleichheitszeichen ist giiltig, da man die Anzahl an Teilchen wie folgt schreiben kann:
B B 2 32 _ 4
0

Spin ¥ 0 3

9.7 Erwartungswert der Wechselwirkungsenergie
Der Hamilton-Operator der Wechselwirkungsenergie ist

1
Hyw = 5 f 31y dPry Wl BT () UD Ry = 72) o, (P, (7).

Flr den Erwartungswert mit freien Fermi-Gas-Zustdanden folgt somit

Eww = (@olHwwl@o) = fd3r da3r, U(z)(rz - 7‘1) (§00|¢al(r1)l/’az (Tz)lpaz (rz)l/’al(rl)|<l’o>

0102 n
4 .90'162 (TZ Tl)

Dabei haben wir verwendet, dass U® nur eine Funktion von #;, 7, aber kein Operator, den man nicht
aus dem Matrixelement herausziehen diirfte. Hier taucht die 2-Teilchen-Korrelationsfunktion g, 4,
aus Abschnitt 9.1 auf; in (>9.29.1) haben wir sie berechnet zu

) = {1 fiir oy # 0y
900 =~ g, fiiroy = 0y =i 0

Die Spinsumme tiber g, g, liefert somit

Yo,0, = 1+ (1= go(F, = 7DI?) = 1- |95 (7 — )2
LIRS > 13

010, 0102 o 0103
01#0,
=4

1 Hier benutzen wir wieder f d3r ei@-P)7 = VSI; 5 siehe Abschnitt 1.5.
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Somit haben wir fiir unsere Wechselwirkungsenergie

1 5 i U@ (2 2y 7, — 7
EWW:EZfd T'ld T'ZU (rz_r1)zgalo'2(r2_rl)

0102

1 - - n2 - -
= Ef d37'1 d3T2 U(Z)(Tz - rl)z (4 - Elga(rz - T1)|2>
o
1 L n? .
= E,f d3r, d3r, UD(#, - 1) (712 - sza(rz - 7’1)|2>-
(o2

Diese Wechselwirkung unterteilt man nun in einen Hartree- und einen Fock-Beitrag:

Eww = Ena + Ero,

nZ
EHa = 7[ d3T1 d37'2 U(Z)(‘FZ - ?1),

nz - 3 - 3
Ego = _ﬂz: f d®ry dPr, UD(#, — 1) g, (R — 7)I2
g

9.8 Berechnung des Fock-Beitrags

In (>9.1) haben wir die Korrelationsfunktion g, fiir freie Fermionen berechnet,

I sinx — x cosx
Go(fy =1) =3———F5——

x3 '

wobei x := pp|?, — 74| definiert wurde. Dieses Resultat setzen wir nun in die Formel fiir die Fock-
Energie aus (>9.7) ein. Da g, hier offensichtlich nicht von ¢ abhangt, kénnen wir die Spinsumme
gleich zu Beginn auswerten:

Eg, = 2.4 fdgr d?n, (2)(7”2 = 7)) 1gs(# = )I? = __f dr, (2)(7”2) ARG &

9Vn (sinx — x cos x)?

= f S O/
—ppez/x

9Vn? e? , 1 (sinx — x cos x)? 3 , €’ 3e?

= - — 47rdxx — 5 =——Vn3n*n—=———Npg
4 pglo x x 4 5 D 4m
N o
=i

9.9 Analyse der Energie

Wie wir im Abschnitt 9.2 diskutiert haben, tragen nur die kinetische Energie und der Fock-Beitrag zur
relevanten Energie bei. Setzt man py = (97/4)3ay'rs ! aus (>9.3) ein, lasst sich diese Energie nun
pro Teilchen schreiben als

Exn + Ero 3 3e? 3p2 3e? 3 9m?*? 1 3e?2,9mY? 1
N ZEF_ET’FE%_E“:M(Y> ar? 4n(4) aoTs
om3 3 ,9m”3 1 31 2,210 0,916

-0 GE) Fam)a= (2 )

mit Bohrschem Radius a, = 1/me? schreiben. Diese Funktion hat ein Minimum bei

41 19m\ /3
s = ?(T) = 4,823

75



Man erinnere sich aus (>9.3) an die Definition von rg = 13/a,, wobei 4mr$ /3 = V/N. Somit ist rg
experimentell bestimmbar. Da sich Systeme im Zustand minimaler Energie zu befinden pflegen,
erwarten wir einen experimentellen Wert von rg = 4,823. Diesen Wert findet man tatsichlich
ungefihr fiir Alkalimetalle. Man beachte, dass diese Ubereinstimmung von Experiment und unserer
Theorie zeigt, dass die Abschiatzung der Energie durch (@,|H|@,) fiir manche Materialien durchaus
gerechtfertigt ist, obwohl |¢,) kein Eigenzustand von H ist. Allerdings gibt es auch Materialien mit
sehr viel Grofleren rg; zu nennen ware der Wigner-Kristall.

9.10 Energien der Quasiteilchen nahe der Fermi-Oberflache
Fir &, , = Ef folgt

1 1
§=Ep—& = %(pl? -pi) = 7 (Pr = P1) (e + p1) ~ vi(pr — p1),

X2Pp=2Mvp

1 1
$r=8& —Ep = ﬁ(?% - plg) = %(Pz —pr) (P2 + pr) = ve(p2 — Pp).

X2PF=2MUf

9.11 Mogliche Energielibertrage in Abhangigkeit vom Impulsiibertrag

Man betrachte nun ein Elektron, dass aus einem Zustand im Fermi-See mit Energie € und Impuls p,
durch einen Impulsiibertrag ¢ := p, — p; uber die Oberfliche des Fermi-Sees hinaus auf einen
Zustand mit Energie €, und Impuls p, gehoben wird. Im p-Raum freier Elektronen befinden sich die
durch den Impulsiibertrag g erreichbaren Zustiande auf dem Teil eines Kreises mit Radius |G| = ¢ um
p1, der aus dem Fermi-See herausragt:

N
Fermi-
Seepfg

In Abhingigkeit von ¢ und p; betragt die Energiedifferenz
ME =€, — & = &4+ & = o (G + D2 — D) = — (@ + 25+ D)
2 1 1 2 m 1 1 2m 1 .

Diese ist maximal, falls ¢ parallel auf p, steht, also falls g - p; = gp;. AuRerdem ist der maximal
mogliche Wert fiir p; der Fermi-Impuls pg, g ist hingegen unbeschrankt. Fiir die maximal mogliche
Energiezufuhr gilt also

+2
AE < AE,, = w.

Der Radius des Fermi-Sees ist pr und q ist der Radius des roten Kreises, dessen Mittelpunkt p;
zwingend innerhalb des Fermi-Sees liegt. Ist nun g < 2pg schneiden sich die beiden Kreise zwingend
fur jedes beliebige p; (oder der rote Kreis liegt vollstindig im Fermi-See; aber dabei kann es zu keiner
Anregung kommen, weswegen wir diesen Fall nicht betrachten). Fiir ¢ < 2pg gibt es daher immer ein
Paar (g, p;) mit einer beliebig kleinen Energiedifferenz; namlich alle solchen Paare, bei denen p; auf
der Fermi-Oberfliche sitzt und ¢ auf einen Schnittpunkt der beiden Kreise zeigt:
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Die minimale Energie ist daher
AE > A€ =0 fiir q < 2pg.

Ist jedoch g > 2pg, so gibt es kein p; mehr, sodass der rote Kreis nicht vollstindig auRerhalb des
Fermi-Sees liegt. Die geringste Energiedifferenz hat man nun genau dann, wenn p; die maximale
Energie hat, also auf der Fermi-Oberfliache liegt, ¢ jedoch antiparallel zu p, ist:

Dann gilt G - p; = —qpp und es folgt
q(q — 2pr)
AE > Mgy = ————"

9.12 Energiebilanz der Streuung der Fermi-Flussigkeit
& wurde eingefiihrt als Quasi-Energie eines Elektrons oder Lochs, und zwar wie folgt als Differenz zur
Fermi-Energie Eg:

¢ =& —Ey firein Elektron,
¢ = Ep— & fiir einen Loch.

Vor der Streuung haben wir nur ein Elektron auferhalb des Fermi-Sees; dieses habe die Quasi-Energie
&,. Durch die Streuung wird ein Elektron-Loch-Paar mit Quasi-Energien &, (Loch) und &, (Elektron)
erzeugt, zudem &ndere sich die Quasi-Energie des ersten Elektrons von &; zu & . Die Quasi-
Energiebilanz ist also folgende:

S1=8+&+ 8 = (E1—Ep) = (&1 — Ep) + (Er — &) + (&3 — Ep)
& +E=El+E

Dabei ist €; die Energie des i-ten Elektrons vor dem Stof und £; nach dem Stof. Die Quasi-
Energiebilanz ist somit dquivalent zur realen Energiebilanz.

9.13 Minimierung der Entropie
Die Variation der Entropie

S = —kz Tr(ﬁﬁ In7i; + (1 — ﬁﬁ) ln(l — ﬁﬁ))
P

ergibt

85 = —k ) Te(8f;Infiy + 675 — 8y In(1 — fy) — 575)
4
= —k ) Te(85Infi; — 8y In(1 — y))
P
Zudem betragt die Variation der Gesamtenergie E und der Teilchenzahl N
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OF = ) Tré; s, 6N =) Trény
7 7

Die Gesamtenergie und -teilchenzahl muss erhalten sein, die Randbedingung fiir die Variation sind
daher §E = N = 0. Mit Lagrange-Multiplikatoren 4, , bleibt also die Gleichung

5S =85S — 1,0 — A,6N
zu l6sen, um die Entropie zu minimieren:
5S =85S — 1,0 — A,6N

= —k ) Te(8ynfty - Sy In(1 = ) = Ay ) Tréy 6ty — 2, ) Troy
P P
= z Tr(—k 8fiInf; + k 5751n(1 — fi) — 4,5 8ty — 2,875) = 0
P

MNS T

1, .
& In(1-7;) = T (L5 + 2;) +Infiz

Mé5+ay)/k

P exp (lléﬁ +2,)/k+1

Aus den thermodynamischen Relationen T~! = §S/8E und u = 8E /SN ergibt sich mit folgender
Hande-wedelnder Rechnung

6S & 1

rm = MEILN) =2 o h=g
6E 1 6 ~ -1, U
,1=W=/1—1WS—S—,121\1)=/1—1 e L=-wh=-g
Somit folgt
R 1 1
nﬁ:expﬁ(éﬁ—u)+1’ Bz:ﬁ'

9.14 Boltzmann-Gleichung fiir den Nullten Schall
Wenn wir in der Boltzmann-Gleichung aus 7.1 f(,7,t) durch n;(#,t) und die Lorentz-Kraft durch
—V:6&; ersetzen, erhalten wir

aong .
a_tp - (V;&gﬁ) . (Vﬁnﬁ) +7- V,ﬂ’lﬁ = I[n].
Als erstes nutzen wir aus, dass nﬁ(F, t) =ng; + Snﬁ(f’, t) erst in der Korrektur von Ort und Zeit

abhingt. AuRerdem werden wir das Stof3integral vernachlissigen, I[n] =~ 0.1 Aus der Formel, die uns
Landaus Postulat aus Abschnitt 9.4 geliefert hat, erhalten wir

1 > >
VidEs = VZ f@,p") Viéng.
ﬁl

1 Eine mogliche Begriindung dafiir ist, dass wir nachher fiir das gesuchte én; eine ,Schallwelle” ~ elwt
ansetzen wollen, der erste Term in der Boltzmann-Gleichung also ~ w ist. Typischerweise ist dann w >

771, sodass wir das StoRintegral I[n] ~ ™! (in der Relaxationszeitniherung) vernachlissigen kénnen.
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Zudem liefert uns die Hamiltonsche Bewegungsgleichung? =VzH firH — &3

N

F=VEst o =Vanp —p) + o =wh, P =p/Ipl

wobei wir Korrekturterme nicht zu beriicksichtigen brauchen, da # mit Ving = Vzbng, also einer
kleinen Korrektur, multipliziert wird. £; ~ Er + vg(p — pp) war uns aus Abschnitt 9.4 bekannt.

Die Boltzmann-Gleichung lautet also in diesem Fall

65nﬁ 1 S oy R
Frai sz(p,p )(V;(Snﬁ/) . (Vﬁnoﬁ) + vgp - Vzénz = 0.
ﬁl
Dabei haben wir auch Vzn; — Vizng; ersetzt, da der Vorfaktor bereits klein ist.

9.15 Ansatz flir den Nullten Schall

Fir 6n; wahlen wir nun den Ansatz einer ebenen (Schall-)Welle
s t) = X(9) 6 (69 — Ey) el@700, &P mve(p—pp), P =p/Ipl.

Die Funktion X (p) ist dabei beliebig; sie gilt es zu bestimmen. Wir betrachten zunichst kurz

! ——5(5

Vingg = V3 =
per pexpﬁ(S;O)—y)+1

O —Ey) v = -5 (e - Ey) v,

wobei wir verwendet haben, dass die Ableitung der Fermi-Verteilung nach dem Impuls gemaf3
Kettenregeln die Ableitung nach der Energie ist - dies ist bei T = 0 eine —§-Peak bei Er - mal die
Ableitung der Energie nach dem Impuls.

Die einzelnen Terme der Boltzmann-Gleichung aus (>9.14) ergeben sich mit diesem Ansatz zu

66n5
at

1c IO, s .
_sz ®,5)(Vr6ny) - (Vynop) = VZ f@.5)(iGony) - 6 (&5 — B ) vep
5 5

= —iw X(9) 5 (£ — By ) el@7-09),

=i E5(e® *.AZ N © _ £ ) pild7-wt)
=GO (e ~E)d B Y FE.A XG0 (£ ~ Be) el T,
7

v - Vbng = twep - G X(P) 6 (€ — Ey) e!@7a0),

Die Summe dieser drei Terme ergibt laut Boltzmann-Gleichung null; in jedem Term gibt es eine
Exponentialfunktion sowie eine §-Funktion, die entsprechend verschwinden. Bevor wir die drei
Terme wieder in die Boltzmann-Gleichung einsetzen, wollen wir noch die Summe iiber p’ als Integral
umschreiben. Dazu verwenden wir auch den allgemeinen Trick aus (>7.9), dass wir namlich d3p =
g(&E) d€ dQ, /4m mit Zustandsdichte g(€) schreiben kénnen, wobei £ die zum Impuls p gehorige

Energie war, ohne jeden Einfluss von Wechselwirkungen; hier also Sg,)):

> FGE K@) 6 (6 - Br) = [ 0 1550 X 8 (69 - )
.

dQ. dQ,
— 2 (@Y ge© £eis 5y v (p ©_p)o P riz 3y via
—f yp 9(5,;/ ) d&y f(p,p)X(p)cs(Eﬁ: Ep) —g(Ep)f R A DRICRE
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Nun haben alles soweit zusammen, dass es an der Zeit ist, die Zwischenresultate in die Boltzmann-
Gleichung einzusetzen - wie gesagt kiirzen sich dabei die librigen Exponential- und §-Funktionen
raus:

ﬂwxw)+v—qpgwaf———fv*oxw>+umoqX@)—o

E
= (w —vpp - PX(P) = v§q - pg( #)

—f(* p)X®".

Nun kénnen wir Landaus Postulat einsetzen, dass wir ganz am Ende von Abschnitt 9.4 kennen gelernt
haben:

Vlg(EDf BB = F(655).

Da wir hier keine Spins bertlicksichtigen, fallen samtliche Spin-Indizes (und o-Matrizen) weg und in
diesem Fall kénnen wir uns offensichtlich auch den G-Term aus Landaus Postulat sparen, da F und G
ohnehin beliebige Funktionen sind. Wenn wir dies einsetzen, erhalten wir

(= vp - HXB) = v q - pJ - F(655) X(B")

Wir wihlen nun unser Koordinatensystem so, dass ¢ || 2 und nennen die Winkel entsprechend der
Abbildung.

Dann folgt § - ¢ = q cos 6 und wir kénnen X (0, @) statt X(p) schreiben. Zudem fithren wir s := w/vgq
ein, sodass

(s —cos0)X(6,9) = cosé’fdQ F(655) X0, 9").

Da wir nun ohne Weiteres nicht weiterkommen, da die Funktion F unbekannt ist, sind wir mal wieder
gezwungen, eine Annahme zu treffen - die einfachste ist offensichtlich F = const. In diesem Fall
koénnen wir das F vor das Integral ziehen. Das Integral das iibrig bleibt hdngt nun vom unbekannten
X ab, ist aber sicherlich eine Konstante, die wir A nennen kénnen:

FAcos@
(s —cos0)X(6,¢p) =cosO FA = X0,9) =———.
s—cos@
AF 1 X(8)
s—1
[
—AF ‘LO \._TI;
P .

Da X auf beiden Seiten der obigen Gleichung mit dem Integral auftaucht, lasst sich A anhand dieser
Gleichung offensichtlich ohnehin nicht bestimmen. Aber F lasst sich bestimmen: Wenn wir diese
Losung fiir X wieder in die obige Gleichung einsetzen, erhalten wir

FAcos8 fdﬂ’ FAcos 9’
— = cos F

- 0 —— F
(s = cos )s— os 0 4 s —cos@’
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1—F dQ' cos@’ F(Sl s+1 1)
= = —_— — — .
4w s —cosB’ 2ns—1

(Will man das Integral analytisch 16sen, hilft eine Substitution y = — cos 8 weiter.) Es existiert also ein
analytischer Zusammenhang zwischen s und F.
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10 PHONONEN

10.1 Eigenschaften der Koeffizienten und Bewegungsgleichung
Die Taylor-Entwicklung von V am Ort u,;, = 0 lautet

1 ov  av
V({rin}) = 2 or - or.- Uniptmjv,
nmijuv np=imiviy=o
wobei wir
wm . OV OV
i aTniu armjv =0

definieren.

Rein physikalisch ist klar, dass sich die Periodizitit des Gitters auf diese Koeffizienten ilibertragt.
Schliefdlich beschreibt ¢?j’2v die Wechselwirkung der Atome mit Indizes ni und mj; diese

Wechselwirkung sollte nur von der relativen Position der Atome im Gitter abhangen, nicht von deren
absoluter Position. Also leuchtet ein, dass die Koeffizienten eine Funktion von diesem Abstand sein
missen, also

Gy = Bijuv(Rn — Rn)-
Aus obiger mathematischer Definition von ¢4, folgt direkt

av  av
a?"mjv (')rm-u

om _ OV 0V _
T D i oo,

= ¢]wu
u=0

Die dritte Eigenschaft ist einleuchtender, wenn man zunéchst die Bewegungsgleichung berechnet. Aus
der Lagrange-Funktion unseres Systems

m; i
Z mu 2 z ¢l}uvunluum}v

nip nmijuv

folgen die Euler-Lagrange-Gleichungen

Myl = — Z ¢Z}7¢lvumjv-
mjv
Wir betrachten nun eine Situation, in der sich unser System in einem Zustand befindet, wo sdmtliche
Atome um dieselbe Auslenkung u,;, aus der Gleichgewichtslage verschoben sind. Das heif3t u,;; hat
fir alle n,i den gleichen Wert, u,,;, hat fiir alle n,i den gleichen Wert und u,,;; hat fiir alle n,i den
gleichen Wert. Wir betrachten also eine Situation, in der u,;, =: u, gilt. Da dies einer Translation des

gesamten im Gleichgewicht befindlichen Systems entspricht, sollte hier keine Kraft wirken. Fiir die
Bewegungsgleichungen erwarten wir also

Z ¢zmvumjv = Z ¢Ljﬂ1um]1 Z ¢L],u2um]2 Z ¢uu3um]3

mjv

= _ulz¢11u1 uzz(buuz u32¢1}ﬂ3

Da dies fir beliebige Translationen, also beliebige Werte von w,, gelten soll, miissen die Summen
individuell verschwinden:
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> enm =0
mj

10.2 Vererbung der Eigenschaften auf die neuen Koeffizienten
Wir haben

pnm . L g
juv = Yijuv
mimj
definiert. Da die Massen m; und m; symmetrisch im Vorfaktor auftauchen, gilt sofort

nm _ gmn nm _ npmn
ijuv — ¥jivu = Dl][.ﬂ/ Djwu

Auflerdem erbt D die Eigenschaft
Gty = Guju (B = Rm) = DJji, = Dyjuy (R = Rn).

Allein die letzte in (>10.1) hergeleitete Eigenschaft von ¢ muss modifiziert werden:

D=0 = ) mmDi=0 o ZJ_DZ}ZL—O
mj mj

10.3 Bewegungsgleichungen in neuen Koordinaten
Bereits in (>10.1) haben wir die Bewegungsgleichungen/Euler-Lagrange-Gleichungen fiir die u,;,’s
hergeleitet:

MmiUniy = Z ¢l]ﬂVuTTL]V
mjv

Wenn wir nun
1
— nm __ nm
Unip = \/ﬁAniw ijuv — m;m; Dzjuv
i
einsetzen, erhalten wir

nm A nm
\/— mu 2 vm mj Duuv\/— mjv = Aniu Z DL}MV Amjv-

mjv mjv

Der Vorteil hier ist in erster Linie, dass man sich nicht mit Massen m; herumschlagen muss.

10.4 Fouriertransformation der Bewegungsgleichung
Wir wollen nun unsere Bewegungsgleichung

. nm
Aniu z Dljuv Amjv
mjv

mittels Fouriertransformation umschreiben. Dabei ist A,;, eine Funktion von R, man kénnte etwa
Apiy = AiH(Rn) schreiben. Wir verwenden also die Fouriertransformation fiir Funktionen von R aus

Abschnitt 1.5. Statt iiber R kénnen wir dann genauso gut Uiber n summieren:

Ay (@) = EAW(R) Z Ay €0,
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Wir multiplizieren unsere Gleichung also mit e 7*4"®» und summieren iiber n:

A —i§-Ry — nm —i§-Ry ,1G-Rm ,—id-R
zAniﬂe q n—_ZDijuvAmjve q neq me q-Rm
n n =1, eingefiigt

mjv

= Alﬂ(d) = - z Dijuv(ﬁn - ﬁm) e_iﬁ.(ﬁn_ﬁm) Amjv e_lﬂ.ﬁm
iz

mjv

And ALM(EI)) = - Z Dijuv(ﬁn) e~ Rn Amjv e—idRm
T

mjv
S A@ == D@ 4@,
jv

Dabei haben wir in der ersten Zeile eine 1 eingefiigt und von der zweiten auf die dritte Zeile die Summe
liber n bzw. ﬁn um den bzgl. n konstanten Vektor ﬁm geshiftet.

Wenn wir die Indizes iy zu X zusammenfassen, X = {iu}, konnen wir diese Gleichung wieder als
Matrixgleichung schreiben:

A@ == Doy@Ay@  baw.  A@ =-D@ A@.
XY

D(q) ist nunmehr nur eine 3M x 3M-Matrix. Im Gegensatz zur vorherigen 3NM X 3NM ist dies nun
numerisch machbar. Diese Matrix-Gleichung miissen wir nun fiir jedes ¢ einzeln lésen. Zwar gibt es in
der ersten Brillouin-Zone auch N verschiedene G -Vektoren (zumindest unter Born-van-Karman-
Randbedingungen, siehe Abschnitt 1.3), insofern spielt der grofée Faktor N doch wieder eine Rolle.
Aber erstens sind zum Beispiel die Dispersionsrelation wZ(g), also die Eigenwerte von D(g),
kontinuierliche Funktionen von ¢, sodass wir das Problem nur fiir einige ¢ 16sen miissen und dann
kontinuierlich fortsetzen kdnnen. Und zum anderen war das alte Problem mit der 3NM X 3NM-Matrix
ein gekoppeltes Problem von 3NM Gleichungen. Unsere neue, fouriertransformierte Matrixgleichung
ist hingegen fiir jedes ¢ entkoppelt und lasst sich vollig separat von den anderen losen.

10.5 Die Matrix ist hermitesch
Wir sind nun bei einer Matrix-Gleichung
A =-D(@ A@

angelangt, deren Matrix die Komponenten Dy, (g) mit X = {iu} hat, oder, in anderer Notation,
D;juv(@)- Aus (>10.2) wissen wir, dass

Dijy = DijuV(ﬁn - ﬁm) = Djivu(ﬁm - ﬁn) = Djjy-

Also gilt fiir die Fouriertransformierte
Dijuv((_j) = 2 Dij,uv(Rn - Rm) e_i[j‘(Rn_Rm) = Z Djiv,u(Rm - Rn) eid(Rm_Rn) = Dj*ivu((-j)-
ﬁn—ﬁm ﬁn_ﬁm

Da die Summe iiber alle méglichen Paare I_?)n - I_?)m fiir alle moglichen n, m geht, spielt es keine Rolle,

ob man Uber ﬁn —ﬁm oder ﬁm —ﬁn summiert. Somit haben wir gefunden, dass die Matrix D
hermitesch ist, denn

Di]'ﬂ‘v(c_i) = D_;;,v#(c_i) Sad ny = D;X = D = DT
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Die Matrix D(§) hat also 3M reelle Eigenwerte w?2(g); wir unterscheiden sie mit einem Index a =
1,...,3M. Ebenso gibt es natiirlich 3M zugehorige Eigenvektoren eqx(q) = eq;,(q) (bzw. hier nur als
Eigenvektoren-Komponenten angegeben).

10.6 Eigenschaften der Eigenwerte und -vektoren
Direkt aus der Fouriertransformation folgt

Dijuv(_‘_i) = Z Dijuv(ﬁn - ﬁm) eiﬁ-(Rn—Rm) = Di*j,uv(c_i) = Djivu(ﬁ);

Rn—Rm
also in Matrix-Schreibweise

D(-§) = D"(§).
Nutzt man diese Relation, so folgt

det(D(—qG) — w?) = det(DT(§) — w?) = det(D(G) — w?)T = det(D(q) — w?).
Da w(§) die Lésung von det(D — w?) = 0 ist, folgt daraus w(§) = w(—q).
Aus (>10.5) wissen wir, dass Dyy = Dyy < D* = DT. Somit folgt

D*(§) =D"(§) = D(—).
Fiir die Eigenwertgleichung gilt also, da w? reell ist,!

D(Dea(d) = wz(Dea(@) = D*(q) ea (@) = wi(@ea(d)
=p(-3)

A D(@ex(—) = wz(@eq(—9).
Somit folgt e5 (—q) = e4(q) & ea(—4) = ea(d).

10.7 Grenzfall kleiner Wellenvektoren — Akustische Moden
Aus (>10.2) wissen wir, dass

Z\/H]DSZL‘V = Z\/EDU!W(ETI - ﬁm) =0.
mj mj

Wir wollen diese Relation nun in eine Relation fiir die Fourierkomponente D, (§) umschreiben.

Dazu multiplizieren wir mit e ~{¢"®» und summieren iiber n:

[, B _ R \e—idRn piG-Rmp—iG-Rm —
Z m] Dijyv(Rn — Rm)e ABn old"fme=ld"fm = ()
=1

nmj

= 2 /m] Dij,uv(ﬁn — R)m)e_iﬁ'(Rn_Rm)e_iﬁ‘Rm =0
nmj

oS e o
nmj

(= 21/171] Dijw(ﬁ)Ze_ia'Rm =0
j m

1 Da e, kein drei-, sondern ein 3M-komponentiger Vektor ist, schreiben wir ihn ohne Vektorpfeil. Also: e,
ist der a-te Eigenvektor von D mit Komponenten e,y = gy,

85



Genauso wie in (>10.4) haben wir hier eine 1 eingefiigt und die Summe iiber n bzw. ﬁn um ein bzgl. n

konstantes ﬁm geshiftet. Fiir ¢ # 0 verschwindet die Summe iiber m, da hier alle méglichen Zahlen
auf dem Einheitskreis der komplexen Zahlenebene aufsummiert werden. Fiir ¢ = 0 hingegen ist die
Summe iiber m endlich (ndmlich N). Somit folgt fiir ¢ = 0, dass

Z VM Dijyy (0) = 0.
7

Aus dieser Gleichung folgt, dass die Matrix D(0) (unter anderem) null als Eigenwert hat und dass die
zugehorigen Eigenvektoren die Form e, = ,/m;é,, fiir beliebige &,, haben. Denn fiir solche
Vektoren folgt

D(0) e (0) = Z Dy (0) €y (0) = Dy (0) €y (0) = z Diju (0) 7 ey

ZEWZF Dijuy(0) = 0. ’

=0

Eigenvektoren von hermiteschen Matrizen sind orthogonal, das heif3t es gilt

611[? ~€q EE = Z eaXeEX = Z eaiue;;iu = 2 mifauf[*?u = 50:[3 ~ Z foc,uf[*?u =g E[*?
X ip ip u
Im letzten Schritt haben wir ¢y, als u-te Komponente eines Vektors §, aufgefasst und die Summe als
Skalarprodukt solcher Vektoren geschrieben. Offensichtlich miissen diese - im Gegensatz zu e, nun
dreikomponentigen - Vektoren also ebenfalls orthogonal sein. Eine Menge von C3-Vektoren, die
paarweise orthogonal sind, kann maximal drei Vektoren enthalten. Also gibt es auch maximal drei
verschiedene Basisvektoren der Form e, (0) = \/ijav. Wir ordnen diesen dreien die Indizes a =
1,2, 3 zu. Diese drei Moden nennt man akustische Moden. Die iibrigen Basisvektoren (a¢ = 4,5, ... 3M)

haben nicht diese Form und ihre Eigenwerte sind ungleich null. Diese 3M — 3 Moden nennt man
optische Moden.

10.8 Schwingungsbild akustischer Moden

Unser fouriertransformiertes Differentialgleichungssystem 4(G) = —D(§)A(§) lasst sich entkoppeln
durch eine Matrix S, die als Spalten die Eigenvektoren enthilt: Sy, = e,x mit X = {iu}. Man beachte,
dass es genauso viele verschiedene Eigenvektoren wie Vektorkomponenten gibt, es gibt also genauso
viele verschiedene Werte a wie X = {iu} (ndmlich 3M Stiick). Durch das Entkoppeln entstehen 3M
unabhingige Differentialgleichungen der Form! B, = —w?2B,,. Die Funktionen B, sind also einfache
harmonische Schwingungen mit Frequenz w,, also

Ba(q) = ca1(§) €9t + 4y (§) e70at,

1 Eine hermitesche Matrix D erfiillt zusammen mit einer Matrix S, die als Spalten die Eigenvektoren von D
enthalt, stets die Beziehung

w? 0 0
StDS={ 0 w? 0|=:Dp,
0o o0 -
wobei Dy, die Dlagonalmatrlx zu D ist, die auf der Diagonalen die Elgenwerte w2 von D enthilt. Somit folgt
A=-DA = StAd = —StDS STA o B =-D,B.
B
Da Dj, diagonal ist, liest sich diese Gleichung in Komponentenschreibweise B, = —wZB. Ferner gilt

offensichtlich A = SB bzw. Ay = Y., SxaBa
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deren Koeffizienten c,q(q), c42(G) sich aus den Anfangsbedingungen ergeben. Die Losungen fiir A
ergeben sich nun durch

AX = ZSXCZBQ (=1 Al[,t = Z eaiuBa.
a a

Falls die Randbedingungen derart sind, dass nur eine Mode B schwingt, also nur B,-p # 0 ist, gilt
entsprechend A;, = ep;,Bg (ohne Summe). Fir unsere eigentlichen (fouriertransformierten)
Koordinaten u;,, (¢) folgt daraus

1y, (@) = Ay (@) _ epin(q)

i M M

Fir die akustischen Moden B = 1,2,3 haben wir gefunden, dass wir bei ¢ = 0 die Eigenvektoren
schreiben kénnen als eg;, (0) = /m;&g,,. Also folgt

u, (0) = &, Bp(0).

Die Auslenkungen sind in diesem Fall offensichtlich unabhdngig von dem Basisatom i. Es schwingen
also stehts alle Atome einer Elementarzelle in Phase.

Bg ().

10.9 Grenzfall kleiner Wellenvektoren — Optische Moden

Wir haben in (>10.7) festgestellt, dass die Matrix D(§ = 0) drei Eigenvektoren e, (0) mit
Eigenwerten 0 hat, die die Form e, (0) = \/ijm, haben. Die iibrigen 3M — 3 Eigenvektoren e, (0)
haben somit nicht die Form \/ijm, und Eigenwerte grofder null.

Bei g = 0 gilt ganz allgemein die Eigenwertgleichung

D(0) e, (0) = (1)2 (0) e, (0) = Z Dijuv(o) €ajv 0) = wé(O) eaiu(o)-
jv

Wir multiplizieren diese nun mit ,/m; und summieren iiber i:

D Dy (0) €00 (0) = B (0) ) s €4 (0).
ijv i
=0
Aus (>10.7) wissen wir, dass Y.;./m; D;j,,(0) = 0, und aus (>10.6) D, (§) = Djiy,(—q). Somit
verschwindet stets die linke Seite dieser Gleichung. Wir wollen nun die 3M — 3 sogenannten optischen

Moden betrachten, fiir die w2(0) # 0 gilt. In diesem Fall muss nun - damit auch die rechte Seite
verschwindet - offensichtlich

D\ eau(0) = 0

gelten. Wenn wir uns wie in (>10.8) auf eine bestimmte optische Moden £ beschranken (alle anderen
verschwinden aufgrund entsprechend gewdhlter Anfangsbedingungen), folgt (ohne Summe)

(@) = e’j‘%‘_’)

Wir kénnen also unsere obige Gleichung mit Bg multiplizieren und einsetzen:

0= B5(0) ) /m; eqiu(®) = ) 1 gy (0).

Bg(q) = Bg(0)ep;, (0) = \/mu;, (0).

87



Somit ist der Schwerpunkt der Atome innerhalb einer Elementarzelle konstant: Die Schwingung der
Atome innerhalb einer Elementarzelle ist also in diesem Sinne gegenphasig.

10.10 Kinetische Energie

Zuletzt haben wir unsere Lésungen bei ¢ = 0 untersucht. Nun wollen wir zur allgemeinen Lésung von
Abschnitt 10.2 bzw. (>10.5) und (>10.6) zuriickkehren. Dort hatten wir herausgefunden, dass die
Matrix D, (¢) im Fourierraum orthonormale Eigenvektoren ey;,(q) und Eigenvektoren wg(g) hat.
Daraus wollen wir nun wieder allgemeine Losungen fiir uy;, bzw. A,;, rekonstruieren.

Zunichst haben wir bereits in (>10.8) erldutert, dass wir A,,;(¢) durch die Gleichung
@ = VN ) eau(@Bel@)
a

erhalten. Dabei war B, eine einfache harmonische Schwingung. Der zusitzliche Faktor v/N, den wir
hier schreiben, vereinfacht lediglich die Notation. Da B, beliebige Integrationskonstanten enthalt,

konnte VN auch einfach in B, absorbiert werden.

Um aus 4;,(§) wieder A,;,, zu erhalten, miissen wir wieder fouriertransformieren. Gemafl Abschnitt
1.5 benétigen wir fiir die Riicktransformationen einen Vorfaktor 1/N:

1 - ic-R. 1 - - iG.D.
Ao =7 ) A@ €7 = = > 00, @Bu(@) €T
q qa
Diese Formel setzen wir nun in die kinetische Energie ein. Dabei nutzen wir aus,

e dass die Auslenkung A,;,, = \/_-um-ﬂ aus der Gleichgewichtslage sicherlich reell ist, sodass
Apiy = A;‘W bzw. Afnﬂ = AmuA:u# gilt,

e dass die ganze Zeitabhadngigkeit, wie wir aus (>10.8) wissen, in B, steckt, sich die
Zeitableitung also nur auf diese libertragt,

e dassdie Eigenvektoren hermitescher Matrizen orthogonal sind, ¥, €4, (§) ez, (§) = 84p, wie
wir es bereits (>10.7) benutzt haben, sowie

o dass), ei@-P)Fn = Nog; gilt.

Damit erhalten wir

Z m; unlu 2 Anlu Z AmuAm,u

niu niu niu
=5 2 2 Can@Ba(@) TR Y e, (BB ) e
nip qa pB

= mz Z Ee“ﬁ‘mn Catn (D€}, B B (@B B)

in gpap _n
=Nég5

=52 D ean @6 @ Ba @B @ = ZB @B = ZB (@Ba(-).

qap in

=845

Die zuletzt genutzte Identitat B,(§) = B,(—@) folgt aus der Tatsache, dass die Auslenkungen A,;,
reell sind.!

1 Aus Ay, € Rfolgt Ay, = Ay, und somit
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10.11 Potentielle Energie

Flr die potentielle Energie benotigen wir zuséatzlich noch die Riicktransformation der Matrix (siehe
auch Abschnitt 1.5)

- - 1 i > (33
Dl = Dijuv(Rn —Rn) = ﬁz Dyju (q)e™? (Rn=Rm),
q
Unter Verwendung derselben Identitdten wie bei der kinetischen Energie in (>10.10) erhalten wir

1
* — nm
z ¢l]uv nmumjv - E z Dl],uv AmuAmjv

nmz“w nmijuv
" 2, 2B Rm)z Ceau @B € ), (PIB ) e
nmijuv % <

= W z Z Z el(k_q)'R"e_l(k_p)'Rm €ain (@ Dijuy (k)eﬁjv(ﬁ) B (§)Bg(P)

WY kgpap mm

=N6E?i N(SEﬁ
1 ] 4 p=d * (2 -
= Ez Z eaiy,(q)DijMV(q)eﬁjv(q) Ba(CI)Bﬁ(CI)
ijuv qap
1 a 4 pd * 2 s
= 52 Z eax (@) Dxy(@epy (@) By (@) Bg ()
X7 Gab

Hierbei haben wir wie iiblich den zusammenfassenden Index X = {iu} benutzt. Sei S eine Matrix,
deren Spalten die Eigenvektoren von D sind, sodass Sy, = e,x. Dann ist STDS die zu D diagonale
Matrix mit den Eigenwerten w2 (q) auf der Diagonalen:

1 1
= gz Z Sxa (@ Dxy ()Syp(§) Ba(§)Bg(q) = EZ Z St (@ Dxy @Sy (@) B (@) Bs (@)

XY Gap XY qap
zzﬁ (ST @D@S@)_ Ba@Bp@) = Zﬁwé(ﬁ) 8up B@)By(@)
qa qa

=2 @B DD =5 Y 3 @Ba(~D)Buld).
qa qa
Fiir den letzten Schritt siehe die Fufdnote auf Seite 88.

10.12 Kanonischer Impuls
Da nur die kinetische Energie von B abhingt, folgt mit H = T + V

1
nlﬂ NZA (q)e iq-Rp =NZA ( q)elan__ZAl“(q) Tlll,l.

q
Dabei wurde beim zwelten Gleichheitszeichen das Vorzeichen des Summatlonsmdlzes g umgedreht. Aus
dieser Gleichung lasst sich 4j,(q) = A4;,(—q) ablesen. Diese Beziehung pflanzt sich auf die B, fort:

4@ = VN Y o @@ = VN Y 0y (~DBL(~1) = Ay (~)
a a
Da wir eg;, (§) = eq, (—G) bereits in (>10.6) gezeigt haben, folgt direkt B;(§) = B,(—4).
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. oH T 1
P@) = 55 = 555 = 255, ZBﬁ(p)B,;( -5

LN (955 5(—DB)\ p>-5 \" 0B () .
E;(GB“( )Bﬁ( P+ B ®) aB’a(ﬁ)> - 4 9B4() By (- )—z5aﬁ5qp33( )

= Ba(_q))-

Die Ersetzung p » —p wurde dabei nur im zweiten Term durchgefiihrt.

10.13 Leiteroperatoren
Die Definitionen der Leiteroperatoren (hier mit ¢ als Index statt als Argument) lauten

Aga = ! (wanqa + lP—qa) (lt = ! ((UﬁaB—Ela - ipﬁa)'
V2Wgq a« 20Ga

Daraus folgt mit wz, = w_gz, aus (>10.6) sofort

1 1
L ~ B= PR L= t
Agq +a G = TN 2wgqBGa Bga = T (a_aa+aqa),
1 lwg
T _q . = . = L= qa L
Qg ~ O-ia T ( 21an) Pja (aﬁa a_qa)

10.14 Hamilton-Operator mit Leiteroperatoren
Flir den Hamilton-Operator folgt

1 . . 1 2 5
H=T+V = EZ B(_jaB—(_ja + EZ waaB —Ga = Z(anp_qa + wﬁaBﬁa’B—l_ia)
qa qa
1 1
= Z ) o (—wga (a(:;a - a_aa) (aiaa — aaa) + waa (a_aa + aaa) (a‘;a + a_aa))
qa

=1 wg, —aT aJr +chr az +aeaJr —A_z,0;
4 qa da"-qa daqa —qa~—ga —qarqa

+ ( Tﬁ g + Taaa_qa + aqaa + aqaa_qa))
Zw ( +a_goals, +al s a g, + ag ai)zlz:(m (ai Azq + Az ai)
4 qa qa' qa qa qac”qa 2 qa qaqa qaqa
qa
t t t 1
Z Wga \Q ( «%ga T Ao %G + [aaa, aﬁa]) = Z Wiga (aaaaaa + E)

qa

10.15 Quantisierung der physikalischen Auslenkungen
Flr die physikalische Auslenkung aus der Gleichgewichtslage folgt
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1 4 (>1010) 1 Z (@B i3 R
Uiy = —— . = B — €, -] n
niy \/E niy \/N_ml (_ia alu q qa

eiﬁﬁn

\/WZ \/—ealu(Q) ( —da + aﬁa)

WZ \/_(eam(q) A el@Fn 4 eain(@) al ., elFn )

iﬁ-ﬁn)

WZ T () 0 €17+ 3, ) o

10.16 Zustandsdichte von Phononen

Per Definition ist die Zustandsdichte von Phononen mit Dispersionsrelationen w,(g) in Mode «a
gegeben durch

9@ =) [ 76(0 - w,@)

Es gilt die Identitat der §-Funktion 6(f(x)) =Y,60x—x,)/If"(x)], wobei x,, die Nullstellen von
f(x) sind. Die Nullstellen von w — w,(q) liegen fiir ein festes w auf einer Oberfliche, quasi der
JAquienergie“-Oberfliche S, mit Energie w. Das Integral reduziert sich somit durch die §-Funktion
auf ein Integral auf dieser Oberfliche. Der Faktor 1/|f'(x,)| wird in diesem Fall zu einem
, wobei dieser Faktor unter dem Oberflichenintegral steht, sodass er nur an solchen ¢

ausgewertet wird, die Nullstellen von w — w,(q) sind:

9@) = o )3Zf MVewoa @] wa(q)|

Der Faktor V /(2m)? folgt aus der Definition von d3g, siehe Abschnitt 1.4.

10.17 Zustandsdichte von akustischen Phononen niedriger Impulse

Flr die akustischen Moden (wenn wir nur von akustischen Moden sprechen, benutzen wir hier den
Index s) gilt bei ¢ — 0 die Dispersionsrelation

O)S((_])) = Cs(ﬁﬁ)lc_il

Zumindest w;(0) = 0 haben wir in 10.5 bzw. (>10.7) gezeigt. Wir nehmen nun an, dass ws nahe dem
Ursprung linear in || wéchst, dass die Steigung cs(7;) aber von der Richtung 7i; = G/|q| abhéngen
kann, in die man sich vom Ursprung entfernt.

Das Integral aus der allgemeinen Zustandsdichte g(w) aus (>10.16) tiber die Oberfliche S,, konnen
wir schreiben als d?q = dQ; q* (ebenso wie in Kugelkoordinaten: d3q = dq d?q = dq dQ; q*) und
es folgt

9a(@) = 0 )3Zf |V~ws(q)|

Mit unserer Niherung fiir ws(G) konnen wir den Nenner schreiben als
Vaws(@) = Vg ¢5(115)1d] = c5(7ig)1d| Varig + cs(7i7) Vg1dl = 2c5(7ig) + ¢s(g) 1ig ~ cs(7ig) iz

= |Vgos@] = (7).
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wobei wir annehmen mussten, dass cg; < c;, dass die Abhangigkeit der Schallgeschwindigkeit von der
Richtung von ¢ also Kklein ist. Somit folgt

v w2(q)/c2(1iz) _ V? 3Va) 1 B
gak(w) = WZ Lw dQg = = f dQg 3(nq) =:yw?,

cs(7ig) (2”)3

wobei wir beim zweiten Gleichheitszeichen ausgenutzt haben, dass im Integrationsbereich S,
ws(q) = w gilt; so haben wir den Integrationsbereich schlieRlich definiert. Zuletzt haben wir die
Abkilrzungen

Zf aQ; 1 31
3l ~3 am c3(nz)’ V= oz cd

eingefiihrt.

10.18 Warmekapazitat bei hohen Temperaturen
Fir x4 = Bwge K 1ldsstsich die Bose-Einstein-Verteilung wie folgt entwicklen:
1 1

1
n_ex—l_x+x2/2+x3/6+0(x4)_;.

I PP +0(x%) ).
=% Xttt ok

1
1+x/2+x2/6+0(x3)

Mit kT = [3‘1 = k 9T = —B~2 9 folgt
&= aT aﬁz da Bw~ —
=—kﬁz—2wﬁ — 1——Bw* +i(ﬁw~ )2+0(x3)
0B La " Bwgq AN VA
qa

— k. (%— 2 e + 5 Pl + 0(x3)> = kY. (—@ b g, + 0(x3)>
Ga

Ga
kz 1063 | = 3mke| 1- =1 Z +0(x?)
= 12(1\:7")2 = 12 (k)2 3MN £, “ia 79
= 3MNk 1—i< q )+0( 3,
12(kT)2

wobei wir die Abkilirzung

1
(0F) =52 > 0l
qa

definiert haben. Es gilt ¥.5, 1 = 3MN, da wir aus Abschnitt 10.5 wissen, dass es (in drei Dimensionen)

3M Moden «a gibt. Auerdem kann ¢ so viele verschiedene Werte annehmen, wie es Elementarzellen
gibt, also N.

Fir Temperaturen kT, die zwar deutlich grofer sind, als die Energien wg, der akustischen Moden,
aber deutlich kleiner als die Energien der optischen Moden, werden die optischen Moden nur in
vernachldssigbarem Mafde angeregt. Somit bleiben dann nur die genau drei akustischen Moden s
librig und man kann @ — s bzw. 3M — 3 ersetzen.
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10.19 Warmekapazitat bei niedrigen Temperaturen

Bei niedrigen Temperaturen werden die hochfrequenten optischen Moden kaum angeregt. Wir
kénnen diese also in jedem Fall vernachlissigen. Somit folgt mit k 0T = —f~2 0f aus (>10.18) sowie
mit Abschnitt 1.4 (in unserem Fall mit w statt £)

c oF Zw nz. = —k Zfd3_ Dds
v =1 = kB gp L, wanas = kB gg Bwas—1

= —kﬁz f Far(w) da) = —ykB?— op f da) —

Man beachte: Die Summe iiber s ist verschwunden, weil g,.(w) die Zustandsdichte fur alle
akustischen Moden zusammen ist.

Man beachte aufierdem: Zwar integrieren wir hier bis w — oo und somit weit iiber den Bereich hinaus,
indem unsere Niherung der Zustandsdichte g, (w) = yw? fiir kleine w giiltig ist. In dem hier
betrachteten Grenzfall fw > 1 ist dies jedoch kein Problem, da die Beitrage des Integrals fiir grofde w
durch die Exponentialfunktion im Nenner stark unterdriickt werden.

Mit der Substitution x = fw folgt

- Zaﬁwf g

4 m* 41r4

_ 2 0 3

15

10.20 Die Debye-Frequenz

Die Debye-Frequenz wp, bei der die Zustandsdichte g, (w) = yw? abgebrochen wird, das heif3t
eigentlich

gar(@) = yw? 8(wp — w),

soll so gewdhlt werden, dass }.5;1 = 3N gilt (da es immer drei akustische Moden s gibt und N
erlaubte Impulse ¢ pro Elementarzelle). Die Bedingung ist also, mit Abschnitt 1.4

| co foe) wp 1
3Ni21=2fd367=f da)gak(a)):yf do @? 8oy — ) =y [ do w? = Lye
Gs s 0 0 0 3
, 9N _6n*N 1
g
c

wobei wir y aus (>10.17) eingesetzt haben. Man beachte, dass die Summe {iber s in der
Zustandsdichte fiir alle drei akustischen Moden zusammen g, aufgeht.

10.21 Warmekapazitat im Debye-Modell

In (>10.19) haben wir die Zustandsdichte g.(w) =yw? verwendet, um den Grenzfall der
Warmekapazitat fiir kleine Temperaturen zu berechnen. Im Debye-Modell postulieren wir nun
gp(w) = yw? 8(wp — w) fiir die akustischen Phononen und hoffen damit, die Wiarmekapazitit iiber
alle Temperaturbereiche gut beschreiben zu kénnen. Die Vorgehensweise ist gleichwohl analog zu
(>10.19). Wir miissen nach dem vierten Gleichheitszeichen der Rechnung in (>10.19) lediglich g,y
durch gp ersetzen und im nichsten Schritt mit der 6 -Funktion aus gp die Integrationsgrenzen
anpassen:
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wp (,()3

o w 26
= —kp aﬁf gD(w)dw4n Fo 1" ykpB 3p dw—eﬁ“’—l'

Wenn wir nun, wie in (>10.19), x := fw substituieren wiirden, wiirden wir in der oberen
Integralgrenze fwp enthalten; wir miissen die Ableitung d/df also unter anderem auf die
Integralgrenze anwenden. Um dies zu vermeiden leiten wir erst ab und substituieren anschliefSend:

B kﬂz wa w3 web® kﬁz 1 waDd xtex
IV e T s ) P e

Mit der Debye-Temperatur ©;, := wp/k, sodass fwp = 05 /T, kénnen wir unser Resultat wie folgt
schreiben:
6p/T x4ex

¢y = yk(kT)3fo dx 5= 9Nk<T> FO,/T), [ _j A iy

wobei wir im letzten Schritt k = w,/0, und w3 = 9N /y eingesetzt haben.

x

(e* —1)?

Das Debye-Modell schliefst die beiden allgemeinen Grenzfalle mit ein; fiir hohe Temperaturen T > 0
folgt ist die obere Integralgrenze in f nahe an der null; es wird also nur iiber sehr kleine x integriert,
sodass wir im Zahler e* = 1 und im Nenner e* — 1 = x ndhern kénnen:

T 6p/T x4
~ 9N — = 3Nk.
& k(®D> JO dx = = 3Nk

Dies ist exakt der Beitrag der akustischen Moden zur exakten Warmekapazitat (bis zur nullten
Ordnung) bei hohen Temperaturen, wie wir sie in (>10.18) berechnet haben.

Fir niedrige Temperaturen T < O, folgt ebenso unser exaktes Resultat fiir diesen
Temperaturbereich aus (>10.19)

3 47T4 3
o~ YR(KTY® f() == VI(KT)®

=4m*/15

10.22 Warmekapazitat im Einstein-Modell
Fiir Einsteins Postulat wg,(q) = wg = const folgt mit k 9T = —f~% dp aus (>10.18)

Z _kﬁziZL
& = aT B 35 2 TFane _1_ 0p LuePor =1

Der Summand ist nun von ¢, @ unabhéngig. Die Summe Uber ¢ hat N Glieder, die tiber @ hat 3M — 3
Glieder (wobei M die Anzahl an Basisatomen pro Elementarzelle ist); schlief3lich gilt das Einstein-
Modell nur fiir die 3M — 3 optischen Moden. Somit folgt

2 w
EeﬁE

0 w
— _ 2 E
= —3(M — 1)NkB*— (ePoz — )2

wobei wir im letzten Schritt die Einstein-Temperatur 0 := k/wg eingefithrt haben, sodass wir
Bwg = O /T schreiben konnen:

2 e@E/T

CV_3(M—1)Nk( ) (e®/T — 1)2'

Fiir hohe Temperaturen T >» @ kénnen wir die Exponentialfunktion im Nenner als e®2/T ~ 1 und die
im Zahler als e®2/T — 1 ~ @ /T nahern. Damit finden wir
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0r\°

¢y~ 3(M — 1)Nk(T ) = 3(M — 1)Nk.

(05/T)?

Dies ist wiederum genau der Beitrag der akustischen Phononen zur (nullten Ordnung der) exakten
Warmekapazitit fiir hohe Temperaturen aus (>10.18).

Fiir niedrige Temperaturen konnen wir die —1 im Nenner vernachldssigen und finden

0p\°
cy = 3(M — 1)Nk (T) e O8/T,

Fir T - 0 dominiert die Exponentialfunktion den Faktor (5 /T)?; somit fillt ¢, hier fiir T — 0 mit ~
e~©e/T ab - deutlich schneller als die akustischen Phononen, fiir die ¢, ~ T3 gilt. Der Beitrag der
optischen Phononen ist fiir kleine Temperaturen gegentiber dem der akustischen Phononen also zu
vernachlédssigen. Insofern stimmt auch in diesem Grenzfall niedriger Temperaturen das Einstein-
Modell mit unserer exakten Rechnung in diesem Temperaturbereich aus (>10.19) liberein.

10.23 Differentieller Wirkungsquerschnitt bei Neutronenstreuung
Der Wirkungsquerschnitt lasst sich angeben als
d’c 4> Ny(Qw)
dQdw dQdw N;

Dabei ist Ni(Q,w) die Rate finaler Neutronen und N; die Rate initialer Neutronen. w ist der
Energieiibertrag

1
w = —(E— E) =W(PfZ—PiZ)

mit Neutronenmasse M und -impulsen py, p; und Kristallenergien Ef, E; (nicht die Neutronenenergien,
daher das relative Minus).

Die differentielle Rate d?N¢(), w) der finalen Neutronen, die bei einem bestimmten Energieiibertrag
w in einen bestimmten Raumwinkel () gestreut werden, hangt nur vom initialen und finalen Zustand
bzw. Impuls der Neutronen ab, also N¢(Q, w) = N¢(pf, p;). Nun kann man Folgendes schreiben:

e_BEi

d2Ni(@, @) = d*NiF ) = ) “—— WGP, F; — £3) Vi a3

if
Man beachte dabei Folgendes:

o Die Summe geht iiber alle initialen und finalen Zustidnde des Festkorpers.

e e PEi/7 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich der Kristall zu Beginn im Zustand i
befindet.

e  W(,p; - f,pr) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass der Festkorper seinen Zustand von i
nach f andert und gleichzeitig der Neutronenimpuls von p; nach p; tibergeht.

e n,istdie initiale Neutronendichte, sodass fiir die einfallende Rate N; = n;v; = nijp;/M < n; =
MN; /p; gilt.

e d3p;ist der finale Phasenraum der Neutronen.

Da der initiale Neutronenimpuls fest ist, gilt

1 P dps M
= (2 _ 2 _ _7
a)—ZM(pf pl) = dow = o s dpf—pfda)

und somit
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e d®pr  pfdprdQ  Mpgdw dQ
= Rm3 v - oV . @V

Also folgt
d?c 1d*Ne(Q, ) 1 W( £30V Mp; dw dS
- —_—
d0do N, dQde N, dQdw Z 7 WOP > L)V —5ss v
1~ e PEi Wi - £ Q)VMNI Mp; M2V?2 pexc e BB WG > £30)
N s Z 1, pl 'pf pi (271')3/‘/ (271_)3 pi 4 Z 1, pl :pf

10.24 Neutronen-lonen-Wechselwirkung mit Fermis Goldener Regel
Fiir ein Wechselwirkungspotential U(7) = U, Y., 6 (#* — 7,) folgt aus Fermis Goldener Regel

W, p; = £8) = 2m [, B [U@IE B |? 6 (Es — E; + w).
Verwendet man fiir die Neutronenzustinde ebene Wellen, |ﬁi'f)=V‘1/Zei5i'f'F folgt fiir das

Matrixelement mit G := p¢ — p;

G BIUDIE ) = =2 j & (il PT Y 5 — ) |f) = <‘|ei‘7'f’n|f)-

V

Setzt man dies in Fermis Goldene Regel ein, erhalt man

S Glei® 5 [f{elei4n ;) 6CE; ~ E + )

nm

277.'U0
W(,p = f,pp) =

2nU¢

N o d .
= V2 Z<i|elfI~Tn|f><f|e_lfI~rm|i)jé el(Ef—Ei+w)t
= 27TU0 ZJ |elq [
= 27TU0 ZJ |elq T'n fl iHt =i Tm g = lHt|) ot
= 27TU0 ZJ |elq Tn fl lafm(t)h) eiwt-

Dabei ist H der Hamilton-Operator mit den Eigenzustinden |i) und |f) und 7,,(t) ist der Operator 7,
im Heisenbergbild. In der Formel fiir den Wirkungsquerschnitt gibt es eine Summe iiber f und wir
konnen Y¢|f){f| = 1 verwenden:

fl lEft -iq- rme—LEt| ) iwt

d’c  M?V?ps e PEi
dQdw (2m)3 pi4 Z

(MU()) e BEi Zfz |e“”ﬂe Lqrm(t)|> iwt
s

MU0
Lq rne—Lq T () Lwt
Z f 2T )

Dabei wurde die Definition

(0) = Ze_ﬁE

)~ ilol
1

W(l, ﬁi i f' ﬁf)
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verwendet. (0) beschreibt also sowohl das thermodynamische wie auch das quantenmechanische
Mittel.

10.25 Strukturfaktor als Korrelationsfunktion der lonendichte
Fir die Ionendichte p(#) = Y, §(# — 7,) folgt durch Fouriertransformation

ps = lf d3r p(#) e707 = 1 E fd3r S(F—1) e 7 = 1 E e i@
"y %4 " %4 '
n n

Also koénnen wir den Strukturfaktor als Integral iiber eine Korrelationsfunktion solcher
Ionendichtefunktionen schreiben:

) dt .. .. . dt .
S(qw) = Zf%(elq-rne—zq.rm(t)> elot — V2f§<p—ﬁ(0) pﬁ(t)) elowt
10.26 Strukturfaktor fiir ein Atom pro Elementarzelle

Fir ein Atom pro Elementarzelle kénnen wir die Ionenposition als 7, = ﬁn + u, schreiben. Da wir
Phononen betrachten wollen, miissen wir die Auslenkungen ,, aus der Ruhelage mitberiicksichtigen.
Es folgt

dt | (7.+a e .
S w :Z _<elq~(Rn+un(0))e—zq~(Rm+um(t))>elwt
Gor=) |5
nm
= Z e (Rn=Rm) f ;l_;(eiaan(o)e—ia-ﬁmm)eiwt
nm

= Zeiﬁ~(ﬁn—ﬁn+m) f ﬂ(eiﬁ-ﬁn(o)e—iaﬁnm(t))eiwt_
27
nm
Dabei wurde im letzten Schritt der Summationsindex m — m + n verschoben. Aufgrund der

Translationsinvarianz des Gitters, hdangt ﬁn - §n+m nur von m ab, genauso wie der Mittelwert im
Integral. Alles ist also n-unabhangig, wir wahlen der Einfachheit halber n = 0, die Summe {iber n

ergibt uns einen Faktor N (Anzahl der lonen/Elementarzellen). Mit der Wahl ﬁo = 0 folgt

= dt , .- o .
S _), =N e_lq'ij_ el(I‘uo(O)e—lQ‘um(t) elwt
(G w) E o )
m

10.27 Exponentialrelation aus Wick-Theorem
Die Relation

(eiP1e7i02) = e=2We(P102), W = (@101 + @202)/4

fiir zwei Feldoperatoren ¢4, ¢, wird hier ohne Beweis gegeben. Grundsatzlich lasst sich sie aber als
Folge des Wick-Theorems verstehen: Eine Entwicklung der Exponentialfunktionen liefert

o in(—i)m
(eiPrei¥2) = ZW«P?‘Pz ).
nm ) )

Erwartungswerte der Form (@I'@}') lassen sich gemdf Wick-Theorem immer als Summe von
Produkten von Faktoren (@, ¢,), (¢,9,) und (¢, ¢,) schreiben:

GROT) = D Cami0101)m(@200,)mi(py o,
l
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Ein ordentlicher Beweis liefert die Parameter c, , 3, y derart, dass

(ei¢1e_i(p2> = e~ {P191)/2 p~(P2902)/2 p(P102)

gilt.

10.28 Berechnung des Debye-Waller-Faktors

Wir wollen nun das W im Debye-Waller-Faktor e 2" berechnen. Da wir hier nur ein Atom pro
Elementarzelle haben, fallt der Index iiber die Basisatome i aus der Formel in Abschnitt 10.3 weg. Sie
liest sich in diesem Fall also

lk'ﬁ * e T —lEﬁ . e t
Z /ZNma)ka e““(k) Ak n+eg (k) Bea © n) - Z (Cncxuk Qg + Cnayk aka)

=

ka
Zuletzt haben wir die Koeffizienten der Leiteroperatoren als
1

D e —
nauk J2Nmwg,

abgekiirzt. Erwartungswerte der Form (aa) oder (aTaT) (mit beliebigen Indizes der

€au ('I_‘)) etk Fn

Leiteroperatoren) verschwinden. Erwartungswerte der Form (aTa) ergeben die mittlere Anzahl an
Teilchen in einem Zustand, der durch die Indizes charakterisiert ist. Dies ist genau die Bose-Einstein-
Verteilung ng. Konkret bedeutet das

T —
(g, a15) = 15 (054) %10ap-

Wegen der Translationsinvarianz erwarten wir {((§ - i, (t))?) = ((q - %,(0))?). Wir berechnen also

a .1 = — t t
((q : uo)z) - Z QuQV(UOuum/) - 2 qudv <(C0auk A + Co(wk ka) (COBvl alﬁ + Coﬁvl ﬁ)>
uvﬁafﬁ

* T
Ay <COa’ukCOvi Az d 1[,’ + COaukCOﬁvl akaalﬁ>

yv%ai)ﬁ
= Z qudv <C0a#§C;Bvi (aljﬁa%a + [aﬁa, lﬁ )+ COa,uk opvi altaalﬁ>
uvkalp
- Z Uy 5mé‘“ﬁ (Coauﬁcgﬁvf (nB (wﬁa) + 1) + C;auk)coﬁvi Npg (w%a))
uvkalp
- Z v (Coa“zc;“‘/ﬁ (1’13 (wTé“) + 1) + C;auECOavk) np (wﬁa))
uvka
_q q N Lx (1 v (T N
ZN;;I(:)} (ea”(k) eav(k) (nB (wﬁa) + 1) + eay(k) em/(k) ng (wﬁa))
uvka
q- e,k G- 8,(k
Z | 2N1:(1c(u~)| ("B(“’ o)+ 1)+ nB(wka Z | ZNT:[lc(u i (2np(wg,) +1).

Mit ((q - Un)?) = ((q - )?) folgt nun

1o o 1. Lo 1
W = 24(G - o) (G - To) + (G- Un)(G - tn)) = 7 ({(G - Uo)) +((G - Tn)*) = 5((G - Un)?)

- S o+
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10.29 Nullte Ordnung des Strukturfaktors

Der Strukturfaktor S(§,w) enthalt den Erwartungswert (e'd%e~id#n(®)) = e=2W (@0 (0)(d-un(®))
Das W wurde in (>10.28) exakt berechnet. Die zweite Exponentialfunktion entwickelt man nach
kleinen Auslenkungen ,. In nullter Ordnung gilt e = 1. Somit folgt fir die nullte Ordnung des
Strukturfaktors

o (dt -
So(q), (U) = NZe_lQ‘Rnf%e—ZWelwt — NS((,()) e_zwz e‘lq'Rn.
n n

Wenn ¢ irgendeinem reziproken Gittervektor K entspricht, gilt ¥, e"@& =Y 1 = N, ansonsten
verschwindet die Summe {liber n. Also kénnen wir

So(3, ) = N26(w) e~2W Z Sa
K
schreiben.

10.30 Erste Ordnung des Strukturfaktors

Die erste Ordnung des Strukturfaktor enthilt die erste Ordnung der Exponentialfunktion
(@ ®)(G1®)) 4150 ((§ - 16(0))(G - Un(t))). Da i, (t) ein Heisenberg-Operator ist, sind auch die
Leiteroperatoren Heisenberg-Operatoren. Es gilt also

eau(z) a;a(t) eiﬁﬁn + e;u(ﬁ) a,im(t) e—i%.ﬁn)

Up,(t) = Z \/W
= Z (Cnaufc' e (1) + Cntxuk ka (t)>

ka

mit denselben Koeffizienten wie in (>10.28). Uber

A () = Qe ke’

koénnen wir die Heisenberg-Operatoren wieder durch die Schroédinger-Bild-Operatoren ausdriicken.!
Damit bekommen wir nun véllig analog zu (>10.28)

1 Ich verstehe nicht wirklich, warum dies die korrekte Umformung des Operators vom Heisenberg- ins
Schrédinger-Bild ist; eigentlich hdtte ich eher etwas derart
aﬁa(t) — elHtaEae'””

mit irgendeinem Hamilton-Operator H erwartet.
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(@ T @)(@ - Tn(®)) = ) qudultouttn ©)
uv

+
Z Auqy <(COauE o T Coaui a}»a) ( Cnpvi Aig )+ Crpvi & (t))>

uv%ai)ﬁ
— T T
- z Qv <C0auECnvi aﬁaafp (t) + COauECnvi aﬁaafﬁ (t)>

quaiB
_ t  ilw;,t t —lw;
= Auqv <C0auECnvi aﬁaafpe ¥+ COauECnvi aEaafBe # >

quaiB
_ lw;,t 1 —lwet
- Z qﬂqv< Oauk nBvl (alﬁaka + [aka’alﬁ )e Bt COa,uTchﬁvf aﬁaafﬁ # >

uv%ai)ﬁ

iw;,t t

= Z qudv 6%7604?( Oauk nﬁvl (nB(wka) + 1)6 B+ COauk npvl nB(wk )e i )

uv%ai)ﬁ

q#qV —ik-R lwg, t
. 2Nmar, (eau(k) em,(k) e~ Fn (ng(wg,) + 1)e'%
uvka

+ eau(k) em,(k) elKRn s(wz,)e” “"Eat)

k - .
Z'q fal )| e R (ng(wp,) + 1) €%e! + e ny () ekt ).

2Nmuwz,

Flr die erste Ordnung des Strukturfaktors bedeutet das

Sl—Nz ~iq-Rn —e‘ZW((q 1,(0))(F - U (D)) et

aw N i - &)
Ne Ze “ f Z ZNma)»

( ~ik-Rn (nB(wka) +1)e “’Eat +e® Ry (wy,) e ke t)ei“’t
ZWZ —ig- nz |- ea(k)|
2Nmwy,
( R (g (w5,) + 1)8(w + ) + e (g, )00 — 0g,) )

Wir kénnen nun die Summe tber n in die grofe Klammer reinziehen und erhalten ), e~ U@xk)Rn =

xR 56 wkda e~iKRn = 1 fiir reziproke Gittervektoren K gilt. Also folgt

S, = Ne—sz|q ea(k)|

2Nmwz,

> (Basrie (np(wrg) + 1)8(0 + 0,) + 85z n(w7)8(w - z,))

—

K

Mit den Kronecker-Deltas kénnen wir nun die Summe iiber k auflosen, wir ersetzen also k — +q + K.
Allerdings sind samtliche Funktionen von k periodisch in den reziproken Elementarzellen. Das +K
spielt daher keine Rolle. Wegen w_g, = wg, und €,(—q) = €,(—¢) (siehe (>10.6)) spielt auch das
Voreichen von ¢ keine Rolle (man beachte, dass €,(+¢) nur im Betrag vorkommt). Die Summe tiber
K liefert nun einfach einen Faktor N und wir bekommen

= e Y TEACD (i) 1) (0 + ) ) 30 = 000)

me
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11 ELEKTRON-PHONON-WECHSELWIRKUNGEN

11.1 Dielektrizitat als Proportionalitatsfaktor der Potentiale

Einer Fouriertransformation von E(#) = —V(#) liefert
E(@) =—-iGe(@  undgenauso  D(§) = —if Qex(d)-
Mit D(7) = e(F)EF) = D(§) = £(§)E(§) folgt also

~i§ Pt (@ =D(@) = e(DE@ = -iG @@ © 0@ = @ 0(@).

11.2 Zusammenhang zwischen Dielektrizitat und Suszeptibilitat
Fouriertransformation von —V?@(#) = 4mp(¥) liefert

C_iz 40@) = 47-[,0(67) und genauso (_jz q)ext(q)) = 47Tpext(‘_j)-
Mit ping =: Y@ und p = pey + Ping folgt somit (im Fourierraum)

4y = 4Tping = 4T(P — Pext) = G2 (@ — Pex) = %P1 — €)

4r
= ezl—?)(.

11.3 Thomas-Fermi-Abschirmung mit elektrochemischem Potential

Man betrachte zunidchst ein System ohne externe Ladungen und somit auch ohne induzierte
Ladungen. Dann gilt ¢(#) = 0. Im Gleichgewicht ist die Elektronendichte in diesem Fall rdumlich
konstant; sie (genauer: die Anzahl der besetzten Zustdnde) wird bestimmt vom chemischen Potential
w. Alle Zustinde mit Energien E < pu sind besetzt. Im Gleichgewicht ist y somit immer raumlich
konstant; anderenfalls wiirden Elektronen an Orte geringeren u’s abfliefien, die dortigen freien
Zustande mit E > u besetzen und damit y an diesem Ort anheben, bis u tiberall den gleichen Wert hat.

Energie

Fiigt man nun externe Ladungen p., hinzu, erzeugen diese ein Potential ¢(#) bzw. aus Sicht der
internen Elektronen mit Ladung —e eine potentielle Energielandschaft —eq(#). Man beachte, dass fiir
negative externe Ladungen ¢ <0 gilt. Das chemische Potential yu wird nun durch das
elektrochemische Potential p.. ersetzt: Alle Zustdnde unterhalb von p.. sind besetzt. Im
Gleichgewicht muss also auch u. konstant sein. p,. setzt sich zusammen aus dem Potential —e¢ der
externen Ladungen sowie u der internen Elektronen: u.. = pu —e@ (siehe Abschnitt 7.6). Die
Gesamtanzahl an Elektronen an einem Ort 7 wird nun also durch u(#) bestimmt. Falls negative
externe Ladungen hinzugefligt wurden (—e¢@ > 0), ist das neue u kleiner als das alte bzw. kleiner als
Uec, denn die neuen negativen Ladungen haben die internen Elektronen verdrangt.
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Energie

Die Dichte der internen Elektronen am Ort 7 ist nun gegeben durch n(,u(?)) mit

Ry 9(&)
n(w) —vfo e

Zuvor lag sich noch bei n(u,) = n(ue.). Die induzierte interne Ladung p;,q durch das Hinzuftigen der
externen Ladungen ist gegeben durch die Ladungsdichte interner Elektronen vor dem Hintergrund
externer Ladungen - also —e n(u) - abziiglich der internen Elektronen, die ohne externe Ladungen da
waren, also —e n(i,) = —e n(le.):

Pina = —€ (Tl(ﬂ) - n(.uec))-

11.4 Berechnung der zusatzlich induzierten Ladungsdichte
Mit pee = 4 — e & [ = plec + e folgt

ey Olec

n(ﬂec + e‘P) - n(.uec) an(.uec)
Pind = —€ (n(tec + €9) — n(e)) = —€2¢@ ~ —e%g

)

fir |ep| < |ue|. Bei T = 0 ist die Fermi-Dirac-Verteilung eine Stufenfunktion und es folgt mit
S(u—&)=6(E—w)

on(pe) _ 1 0
Optee  Vou

1 g (Uec
J d& g(E) G(Mec €) Vf de g(g) 6(€E— .uec) = ( )
ecJo 0

%4

11.5 Korrektur des Hamilton-Operators
Etwas konkreter: Mit U(#) = vy Vion folgt

O = ) WlSVionl) = ) [ &1 3@ Vi) (),
g g
wobei mit 8§V,

6[/}0n(7) = - Z ﬁ)n ' VVion(? - ﬁn)

n

gemeint ist.

11.6 Zweite Quantisierung der Korrektur des Hamilton-Operators

In der Formel fiir §H aus (>11.5) miissen wir nun y; (7), ¥, (#) und 7i,, durch deren Entwicklung in
Leiteroperatoren ersetzen, ndmlich

Y (F) = Z d5(P) c55
D

mit Vernichtungsoperator c;, sowie die Formel aus Abschnitt 10.3 fiir u,. Beginnen wir zunachst nur
mit den elektronischen Feldoperatoren und setzen anschliefdend die Formel fiir §V;,, ein:
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6H = Z(lpalSVionllpa) = Z (¢p2|6V10n|¢p1) Cplo'

oP1D2

— - = 1’
== > T (| Wion — Bl o0
nop1P,
Nun verwenden wir die Formel aus Abschnitt 10.3 fiir i,,. Da wir nur hier ein Atom pro Elementarzelle

betrachten, entféllt der Index i aus der dortigen Formel. Statt des Vektor-Indiczes p schreiben wir hier
Vektorpfeile:

1 - o
_ - - ‘Rp, S>x s T —ig-R,
qa

. t iG-R
AGa + a_ﬁa) etd ' n,

S @) (
= ———¢,q
e . 2NMwg,

M ist die Ionenmasse, @« die Nummer der Mode. Im letzten Schritt haben wir im {-Term den

Summationsindex ¢ » —¢ verandert, um die Formel zu vereinfachen, unter Verwendung von
é;(—q) = €,(g) aus (>10.6). Einsetzen dieser Formel liefert

1 GRy 3 (3 5B to\ Lt
6H = — Z aamelq Fn 8,(9) - (&5, Wion(F = Rn)|95,) (aaa + a—ﬁa) C5,6Ch10
= M3, 5,4a (aqa + a—qa) Cr 5Chro
mit
Z m i‘_j'ﬁn €a(q) - (d)ﬁz |VViOH(F - ﬁn)|¢ﬁ1)

Das Matrixelement entspricht dabei wie tiblich einfach einer Integration iiber den Raum.

11.7 Fouriertransformation des Potentials
Wir schreiben nun das Potential als Fouriertransformation

VoD = D Vi@ €7 = W7 = By) = Y 1B Vion(§) P ).
P 7

Einsetzen in die Formel fiir §H aus (>11.6) liefert

8,(@) - ip (pp,|eP7|bs,).

plpzqa

Z Vion(B) €@=P)Fn
J2NMwg,

Den Faktor e ~%?'Rn qus der Fouriertransformation des Potentials haben wir aus dem Matrixelement

herausgezogen und mit dem Faktor @R vereinigt. Nur in diesen beiden Faktoren kommt nun der
Index n vor. Wir betrachten daher die Summe

z i(G-P)Rn = Z 5515

Gerez.Gitt.

Wegen G- ﬁn =0, falls G ein reziproker Gittervektor ist, verschwindet diese Summe nur dann nicht,
fallsg —p = G fiir einen beliebigen reziproken Gittervektor gilt. Wir nutzen das Kronecker-Delta, um
die Summe tiber p zu eliminieren - wir ersetzen also p = § — G- q+ G (Umdrehen des Vorzeichens
des Summationsindizes C_f) - und erhalten
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Vien(d +G)

Mj 5 o = —iN E 28, (§+6) <¢a
P1b2da a I
P2 4 \[2NMagq 2

ei(ﬁ+é)'F

¢ﬁ1>-

11.8 Matrixelement — Umklapp-Prozesse

Schlielich betrachten wir das Matrixelement. Wir setzen ¢;(7) = v/ 2e”‘s'rﬁuﬁ (7) eint

o 1 s o
i(G+6) 7|4, \ — — 30T () 12 (7) pi(P1—D2+G+G)7
ei(d+6) ¢p1>—Vfd ruﬁz(r)upl(r)e( 17P2 )7,

<¢ﬁz

Da die Bloch-Funktionen u;(#) periodisch in den Elementarzellen sind, kénnen wir auch iiber jede

Elementarzelle separat integrieren. Mit anderen Worten: Wir schreiben 7 — ﬁn + 7, summieren iiber
n und integrieren iiber 7. Jeder Summand der n-Summe enthilt somit das Integral liber eine andere
Elementarzelle:

(¢

1 e oo = A

- i(P1-Po+3+G) R 30T () s () pi(B1-P2tG+G) T

VZe n EZd rupz(r)upl(r)e .
n

ei(ﬁ+€;)~?

1 =g - [
¢ﬁ1> =7 § fEZd3r ugz (R +7) us, (R, + 7) el(PrPzr@+C) (Rut7)
n

Wie bereits in (>11.7) liefert die Summe

i(ﬁ1—ﬁ2+ﬁ+5)'§n: e e o 2o = N
Ze N Op,—p,+q+6k = N O, py+G+K"

n KerezGitt. KerezGitt.

wobei wir den Summationsindex G —K —» K geshiftet haben. Dieses Kroncker-Delta liefert
Impulserhaltung beim StoR eines Elektrons mit Impuls p, (nachher) bzw. p; (vorher) mit einem

Phonon mit Impuls §: Also , = B, + §. Allerdings bis auf einen reziproken Gittervektor K.

Die Quasiimpulse p,, p, und ¢ sind alle drei auf die erste Brillouin-Zone beschrinkt. Die Summe p; +
d kann allerdings aufRerhalb der ersten Brillouin-Zone liegen - in diesem Fall muss ein reziproker
Gittervektor K zu p1 + ¢ hinzuaddiert werden, um zuriick in die erste Brillouin-Zone zu gelangen
(linke Grafik).

EZ Aﬁzoﬂl—lgz Ez Al?:()gl—lgz
P1E{' qu’
D2 P2
by by

Es gibt natiirlich immer einen Vektor K derart, dass pL+q+ K in der ersten Brillouin-Zone liegt. K
dieses K kann also als Funktion von p1,q betrachtet werden.? Natiirlich ist es (mathematisch)

moglich, dass B, irgendwo anders in der ersten Brillouin-Zone liegt, also p; + G + K(7y,§); dieser
Prozess erfiillt dann eben nicht diese quasi-Impulserhaltung und wird vom Kronecker-Delta gerade

ausgeschlossen. Streuprozesse mit K # 0 heiRen (auch im Englischen) Umklapp-Prozesse.

1 Der Faktor 1/+/V sorgt dafiir, dass die Bloch-Zustinde ¢ auf 1 normiert sind und nicht auf das Volumen.
Siehe dazu auch Abschnitt 1.9.

2 0der als Funktion von p;, B, sodass B, — p; — K in der ersten Brillouin-Zone liegt. Oder als Funktion von
Pa, 4, sodass B, — § — K in der ersten Brillouin-Zone liegt.
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Durch die Beschrankung der Quasiimpulse auf die erste Brillouin-Zone kommt also immer nur genau

ein K in Frage; die Summe 21? 5ﬁz,ﬁ1+?1+17 hat also nur ein Glied, das von Null verschieden ist. Wir

konnen also schreiben:

o z 05, 5,+4+k = NOp, 5,13+ 5.0

KerezGitt.

Das Matrixelement hat nun also die Form

ei(?{+5)~?

N o oy
N="s . L L 3,1 (4, () pi(B1—Da+G+6) T
¢p1> % 6pz,p1+q+K(p1,q) de rug, @ Up, () e )

<¢ﬁz

11.9 Vereinfachende Annahmen
Wenn wir

e die Umklapp-Prozesse mit K+#0 vernachlassigen (also K=0 setzen) und ebenso G=0
setzen,

e nur longitudinale Moden mit €,(q) Il § betrachten, sodass der a-Index verschwindet,

e ebene Wellen statt Bloch-Funktionen verwenden, also ¢(7) = V~/ Zuﬁ(?)e"ﬁ'F - V120107

erhalten wir nach einsetzen der Formel fir das Matrixelement

iN? Vion (‘i) 5 o N 2 3 T2 1 i(ﬁl—ﬁz"'a"'é)'F
M3 60 = — 5 e.(q)- (q + G) 5ﬁz.ﬁ1+ﬁ+1? EZd rug P uz, () e
G

%4 1IZNIVIOz)ﬁa
iN? Vin(@) J .
- —_—— 6~> S d3r el(pl_p2+Q)'r = Ma 5
v 2NMa)‘7q Pabrtd ) P15

Wegen des Kronecker-Deltas konnen wir im Integral p, = p; + ¢ einsetzen, wodurch die
Exponentialfunktion verschwindet (also zu einem Faktor 1 wird). Dann folgt fEZ d3r = Vg = V/N und
wir erhalten

= —iN Vion(c-i)

Bipad i Ovpita
q

Wenn wir dies nun in §H einsetzen, erhalten wir

M

Vion ()
6H = Z My 5 ﬁ(a~+at)ct C5,6 = —IN 2 ————q 63,5 ~(a~+at)ct Cj
p1P2q \ "4 —q ) “Pyo D10 2,P1+q \ *q - poo D10
= 2 = J2NMw; 2
P1D24 P1P24
Vlon(ED + + St +
—lNZ T o ( gt a_a) Chg,0Ch0 = M3 (aa + a_a) C5+5,0Cho
AR o
mit
Vin(@)
Mg = —iN ionq 1G]
2NMwg

11.10 Zweite Ordnung Stérungstheorie
Mit

Eo=85+85, =854+ E0q=E & &, &5,45=—(85,— Ep,-q)
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Eq :‘951—3+852+w3’ E1 =& +Ep gt wg
folgt
2 2 2
Mgl IMal” _ Mg N | |
EO - E1 EO - E1’ 8ﬁ1 - 851—17 — Wg 5 —w_

ZfL(ugI

2 )
€p,-G) — w5

, 1
= M—» +
M3 (5171—5:31—(7—0%7 —(&5, p1+q) w—q>

wobei w_ _G = Wg verwendet wurde.

p1_

11.11 Elektron-Elektron-Wechselwirkungen auf dem Fermi-See

Fiir eine Phononen-Dispersionsrelation wz = c|G| mit Schallgeschwindigkeit c folgt die Phononen-
Zustandsdichte gph(a)a) ~ w?, die im Debye-Modell bei wg < wp abgebrochen wird. Wegen der
quadratischen Abhangigkeit der Zustandsdichte ist wg bzw. |G| typischerweise nahe an der Debye-

Frequenz wp bzw. am Debye-Impuls |Gp| = wp/c. Der Debye-Impuls seinerseits liegt in der
Grofdenordnung von 1/Gitterkonstante, ebenso wie der Fermi-Impuls pg, also gilt

1G] ~ 1ol ~ pp-
Aus Abschnitt 9.3 bzw. (>9.10) ist bekannt, dass die Elektronenenergie an der Fermi-Oberflache durch

&; = vg|p| = Ep = vgpp mit Fermi-Geschwindigkeit vy gendhert werden kann. Da fiir typische
Metalle ¢ < vy gilt, folgt

wp = c|qp| ~ cpp K vppp = Eg o Er > wp > wj.

Die Amplitude fiir die Phononen-induzierte Wechselwirkung zweier Elektronen ist negativ — also
anziehend -, falls
|€5, — €5,-a| < wg < Er.

In einem gefiillten Fermi-See kdnnen nur solche Elektronen an Prozessen mit geringen Energie-
Differenzen mitwirken, die an der Oberflache sitzen (um ein Elektron im Inneren des Sees auf den
nichstbesten freien Zustand - der aufderhalb des Sees liegt - zu heben, ist schliefilich eine grofie
Energiedifferenz notig). Also gilt stets £;, =~ Ep und wegen obiger Bedingung dann auch €z _z =~ E.
Initialer und finaler Zustand liegen also stets in der Ndhe der Fermi-Oberflache. Die Impulsdifferenz
|g| hingegen ist von der GroRenordnung des Fermi-Impulses; typischerweise befordert ein Stof3 ein
Elektron also von der einen auf ungefihr genau die andere Seite der Fermi-Kugel, wobei die
Kugelschale der Dicke +wp nicht verlassen wird.

Man beachte, dass die Vektoren ¢ und —g, die die jeweils neuen und alten Impuls der beiden
Stofdpartner miteinander verbinden, offensichtlich stets (anti-)parallel sein miissen. Die Stofspartner
sitzen also typischerweise — vorher wie nachher - auf ungefahr entgegengesetzten Seiten des Fermi-
Sees.
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11.12 Berechnung vom ungestérten Teil des Hamilton-Operators
Berechnen wir zunachst, was der ungestérten Hamilton-Operator H, liefert, wenn er auf den Zustand
|¢) angewendet wird:

n t ot
Hol) = Zspf hocre Y W00 ¢y ey 160)
0,0,DEB

Wir wollen die Leiteroperatoren aus H, durch jene aus |[¢) durchkommutieren. Beim

durchkommutieren von ¢, durch c~ ip o ergeben sich drei Terme:
t T — . T 'l' _ Lt
'0%0,“~po, = ({Crf’w Cﬁal} A 0) = 85090, 55, = o, 50 5,
_ At . t _ 'l' .
= 8575800,¢ pcfz “po, ({CP'U’C ﬁcfz} “—po, CP"’)
_ 'l'
- 61’ P6¢7¢71 —po, 6—PP'6002 poyL + Cp01 —po, Cp'o

c;f,a antikommutiert mit jedem anderen Erzeugungsoperator, hier bekommen wir fiir jedes

Durchkommutieren also einfach nur einen Faktor —1. Wir betrachten zunichst nur den Beitrag vom
letzten der drei Terme:

Ze rcq, Z t,b(p,al,az)c Go, Ci'a |$o)

0,0,PEB
= > wGono)cl, e _pgzewﬂ Colb) = D WE.01,00) el Fes )
0,0,PEB 0,0,PEB
= Egs|¢).

Die ersten beiden Terme liefern

qu, chio Z Y (P, 0q,0,) ( ﬁrﬁ(?m,l —5_pp 00,5, ) |po)

0,0,PEB

D, WBo100) (&5 858 ﬁQ,c* — 5 8_s05g, Chocl, ) 160)

p'o 0,0,PEB

T T
Z Y(P,01,0,) (gp C55,€ _pgz &5 C_po, Cﬁal) lo)

0,0,PEB
- T
Z Y(p,01,0,) (Ep Cs0,C~jo, +E& 5 Cﬁa —1302) |o)
010,PDEB

= > W@ o) g, ey, 160)

0,0,PEB

wobei €5 = €_z verwendet wurde. Also folgt insgesamt

Hy|p) = Eps|p) + Z 2Y(p, 01, 02) Ep 56,€ 562 |o)-

0,0,PEB

11.13 Berechnung des Wechselwirkungsteils des Hamilton-Operators

Berechnen wir nun, was der Wechselwirkungs-Hamilton-Operator H,. liefert, wenn er auf den
Zustand |¢) angewendet wird. Wir haben angenommen, dass die Amplitude von der einfachen Form

_ {—A, falls |8ﬁ1,2 - EF| K wp A |8ﬁ1’2ﬁ - EF| « wp A Energieerhaltung
0, sonst.

ist. A3, 5,5 verschwindet also, wenn sich die initialen und finalen Energien nicht innerhalb des Bandes
+wp um die Fermi-Energie herum befinden. Da wir nur unsere beiden zusatzlichen Elektronen
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betrachten wollen - also keine Prozesse von Elektronen aus dem Fermi-See berticksichtigen - miissen
die Energien also im Bereich

B: EF<£ﬁ<EF+wD
liegen, damit A 5,5 # 0 ist. AufRerdem haben wir p; = —p, =: p angenommen, damit der Impuls des
Gesamtsystems verschwindet. Dann folgt
1 A
— I | T . _ T T
Hee = 2 z Ap—5 C5+6,0,C—p—G,0,C-B0,Choy ) Z C5+4,0,C~p—q,0,€ P02 CPo,
po102q qo,0,pEB

Mit diesem Hamilton-Operator bekommen wir
Hel$) = 5 o ; V@00 i 160)
ee 2 Cﬁ’+67,oic—ﬁ’—c7,oz ~'03Cp' 0} P01, 92) €56, C—po, 1P0/-
Gojo,p'€B 0,0,DEB

Erneut wollen wir die Vernichtungsoperatoren aus H,. durch die Erzeugungsoperatoren aus |¢)
durchkommutieren. Dazu benutzen wir zweimal die Formel

L — T
¢5'0%%6, ~po, = 6ﬁ ﬁ6¢7¢71 o, 6—1717'6002 po, + C C_p5,Cp' 0
die wir in (>11.12) hergeleitet haben. Damit folgt
1‘ T — T t T
C—§'04C5' 0! 5o, C—ppo, = C—'a (5 5047 1o _pa - 5_55156102cﬁa + Cﬁalc—ﬁazcﬁ’a{)

_ t _ 1 _ e T N
= 6550016, ({C poy € ﬁcrz} C—ﬁazc—p’aé) §_55'00l0, ({C p’a”cﬁo—l} Cﬁo—lc—p’aé)

T T T
+ (5 =0 1 Cc . —0 310 ,1  Ca +cﬁ —ﬁ’a;) Cyl 5!

P PT0301"—po, -p,—p 0'20'2 poq —pa P o1
_ .t _ _ At
= 85504/ 0, (5 56562 C—ﬁazc—ﬁ’oé) 5—pp’5o{az (5—p’p50’al Cﬁalc—p’cré)
_ T ot
+ (6 51 5(;’01 o, ~ 0-5-3"04}0, 50, +cﬁalc_ﬁazc_ﬁra£)cpra{.

Wenn wir diesen Ausdruck vollstdndig ausmultiplizieren wiirden, erhielten wir sieben Terme. Zwei
davon enthalten nur je vier Kronecker-Deltas, aber keine Leiteroperatoren. Der Beitrag dieser beiden
Terme - eigenesetzt in H..|¢) - ist gegeben durch

A
t t ﬁ
v Z 5" +4,0, -5 -0} Z (B, 01,0) (8536, 16,05'5%040,
Gojo,p'€EB 0,0,DEB
- 6—1313'56{02 5—5'560201) |¢0>
A
__ T T P T
=5 D V6,000 (chgo,soge ~ i h-ge) 190
60'10'21753
_ T T T
= Z V(3,019 (s oo T e i) 190)
q0'10'217€B
_ 5 bt
=—A Z Y, 01,0,) C5+G,0,C~b-G,0, |o)-
qGo,0,P€B

Im vorletzten Schritt haben wir im rechten Summanden zunichst § — —q gehen lassen und
anschliefdend noch die dortigen Erzeugungsoperatoren (anti-)kommutiert.

Die tibrigen fiinf Terme haben alle einen Vernichtungsoperator ganz rechts stehen, der dann direkt
auf |¢po) wirken kann. |¢,) beschreibt nur die Elektronen im Innern des Fermi-Sees und die
Vernichtungsoperatoren, die ganz rechts stehen, sind entweder von der Form Cp'q! oder C_p'al) wobei

p',—p' € B liegt - also aufRerhalb des Fermi-Sees. Somit ergibt gl lPo) = c_jrgrlpo) = 0.
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Aus der Energieerhaltung des Stofes folgt, dass auch p’ + ¢ (und aufgrund der Symmetrie damit
automatisch auch —(p’ + ¢)) in B liegen muss. In unserer Formel der einzigen beitragenden Terme
zu H,.|¢) summieren wir am Ende sowohl iiber ¢ als auch iiber p. Stattessen konnen wir auch tiber p
und p’ == p + ¢ € B summieren:

Hel®)==A D 9000 ¢y ey, 160)

0,0,PEB,B'€B

11.14 Lésen der Schrédinger-Gleichung

Setzen wir die Ergebnisse fiir Hy|¢) und H,.|¢) die Formel fiir |¢) bei E|¢) in die Schrodinger-
Gleichung

(Ho + Hee) |§) = (Eps + E)|)

ein, erhalten wir

205,000 & Sl cli 100 =AY W@ 0n0) ¢, ey, 160)

010, PEB 0,0,p' €B,PEB

=E Y 9,000 ¢y chy, 160)

0,0,PEB

wobei wir die Bezeichnungen der Summationsindizes in der Formel fiir H,.|¢) getauscht haben: p <
p'. Wir machen nun den Ansatz ¥ (p, 01, 0,) = a(p) (o4, 0,). Wenn wir diesen einsetzen, kommt in
jedem der drei obigen Terme in identischer Weise die Summe iiber oy, 05, p vor, ebenso wie y, die
Leiteroperatoren und |¢,). Wenn man dies alles rausstreicht, bleibt nur

200) & -0 ) a@)=Fa() o a) =3 Z ()

p'eB p'€eB

iibrig.

11.15 Bindungsenergie von Cooper-Paar
Wir definieren folgende Konstante C und setzen die Formel fiir & in die Summe ein:

¢= Z )_225 EZ a(") = 126, F

p'eB

Die Summe schreiben wir als Integral (siehe Abschnitt 1.4) und wir erhalten

AC Ertep AC Br+@p
c=| a3 _ f e g(&) = ACg(Ey) [ In(2€ — E)]
s L 26,—F ), AT
_ ACg(Ep)| 2Er + 205 — E
=72 " 2E-E

2wp

< E =28 - e2/Ag(Ep) — 1

~ 2Ep — 2wpe 2/M9ER) =: 2, — 24,
wobei verwendet wurde, dass typischerweise A sehr klein ist, also auch Ag(Ey) « 1 gilt.
11.16 Spin-Singulett-Zustand

Aus der Gleichung fiir a(p), dem Ergebnis von (>11.14), folgt wegen £; =
der Wellenfunktion symmetrisch ist:

&3 dass der Impulsanteil
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a(@) = a(-p).
Die Symmetrie bzgl. p — —p ist gerade dieselbe Symmetrie wie die Symmetrie des Vertauschens der

beiden Elektronen des Cooper-Paares, die ja Impuls p und —p haben. Da y)(p, 04, 0,) zwei Fermionen
beschreibt, ist 1) antisymmetrisch unter Vertauschung der beiden Teilchen:

Y(@,01,02) = —Y(=P,02,01) = a(p) x(o1,0,) = —a(—p) x(02,01)
= x(0y,0,) = —x(02,01).

Also folgt, dass die beiden Elektronen einen Singulett-Zustand

1
x(o1,07) = E(IN) =™

bilden. Die Elektronen haben also in jedem Fall entgegengesetzte Spins.
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12 BCS-THEORIE

12.1 Hamilton-Operator in BCS-Theorie
Wir nutzen im Prinzip den Hamilton-Operator der effektiven Phononen-induzierten Elektron-
Elektron-Wechselwirkung aus Abschnitt 11.3,

=_ R T
Hee = 2 Z Apip.a C51+d,01 By —d,0, P202CP104
D10201024
Wie beim Cooper-Problem in Abschnitt 11.4 bzw. (>11.13) nehmen wir eine vereinfachte Form von
A, 5,4 Sowie p; = —p, =:p an, sodass wir
A
= T
Hee = _E Cﬁ

010,4,pEB
Wie in (>11.13) erldutert, ist mit B der Bereich Ep < €5 < Ep + wp gemeint.

Zusatzlich nehmen wir nun in der BCS-Theorie noch o; = —0, =: ¢ an (da die anderen Beitrige in
Matrixelementen mit unserem spateren |BCS)-Zustand nicht beitragen wiirden) und erhalten

A
=__ i T L oL = E L Co
Hee = > C5+G,0C—p-G,-oC—B~0Cho = —-A cﬁ+ﬁ G- C—pLCHT
od,pEB q,pEB

Zuletzt fithren wir noch den Impuls p’ := p + ¢ ein, der aufgrund der Energieerhaltung auch innerhalb
von B liegen muss (genauso, wie wir es bereits am Ende von (>11.13) getan haben):

=-A Z Tc 511C-pLCHT
pp'e
Dies ist der Wechselwirkungs-Hamilton-Operator; zusatzlich miissen wir noch die Energie der

Teilchen an sich (ohne Wechselwirkungen) berticksichtigen; sie betrdgt im Grofikanonischen
Ensemble

— T —
Hy = Z $5 CooChor S5 = Ep I

12.2 Normierung des BCS-Zustands
Um (die Eigenschaften von) u;, v; zu bestimmen, wollen wir zunéchst die Bedingung benutzen, dass

der |BCS)-Zustand normiert sein sollte. Man beachte, dass man beim (BCS|-Bra-Zustand, den Zustand
daggern muss, was eine Vertauschung der Reihenfolge der Leiteroperatoren einschlief3t:

! * *
12 (BCSIBCS) = (0] 5, (5, + vy, ¢pac3,0) T, (5, + v, €650 [0).

Ein Paar Vernichtungsoperatoren kommutiert mit einem Paar Erzeugungsoperatoren, insofern die
Impulse unterschiedliche sind (einzeln antikommutieren sie, sodass Paare kommutieren):

t ot ot ot ; 3 5
Cop,Ch1 C0C L = Cp1Cop,1 C—ppUChy0 flr p1 * 1p,.
Da fiir p; = —p, die Spins der beiden Paare mit gleichem Impuls unterschiedlich sind, gilt diese

Formel auch fiir p; = —p,:

T T T t
C—p,1Cp,1 C—ﬁzTCﬁzl - C—ﬁzTCﬁzl C—p,1Cp,1-
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Die beiden runden Klammern in unserer obigen Formel fiir (BCS|BCS) vertauschen somit, insofern
p1 # P ist. Wir konnen nun aus den zwei Produkten der Art 1234 --- 1234 --- ein einziges der Form
11223344 --- machen, ohne jemals zwei gleiche Zahlen aneinander vorbei zu tauschen:

1= (BCS|BCS) = <0| Hﬁ(u;; + vs c_ﬁlcm) (uﬁ + vy chcjﬁl) |0>
= (o]

Die beiden mittleren Summanden der runden Klammer erzeugen bzw. vernichten zwei Teilchen mit
Impuls p und Spin T sowie mit Impuls —p und Spin |. Damit deren Beitrige nicht verschwinden,
miissten diese Teilchen von Leiteroperatoren aus den anderen Faktoren wieder vernichtet werden
bzw. bereits zuvor erzeugt worden sein. Da die anderen Faktoren aber nur Teilchen anderer Impulse
(genauer: Impuls-Spin-Kombinationen) erzeugen, kann beispielsweise ein Teilchen, dass von diesem
Faktor erzeugt wurde, von keinem der anderen Faktoren wieder vernichtet werden. Die beiden
mittleren Terme tragen somit nicht bei:

2 * LI * 2 t .t
uﬁ| + UsVp C51C_g5, + VUi C_51CpH1 + |vﬁ| C—ﬁlCﬁTcﬁTC_ﬁ,L) 0).

12 (BesIBeS) = (0] I (Jusl* + [vsl” cpiemmehret ;) o)

Nun gilt c_ﬁicﬁTc;chjﬁlIO) = |0). Im Faktor ganz rechts kann man also gleich die Leiteroperatoren

durch eine 1 ersetzen. Anschlieffend kann man diesen Faktor aus dem Matrixelement rausziehen, da
er keine Operatoren mehr enthélt. Dann wiederholt man diese Prozedur mit dem néchst-rechtesten
Faktor usw. Schlief3lich erhalt man

1= (BCS|BCS) = 1_[ (sl + [os]*).

p

Da H,.. symmetrisch bzgl. verschiedener Impulse ist und da es einfach auch die einfachste Annahme
ist, wollen wir diejenige Losung fir u;, v; weiterverfolgen, fiir die die Faktoren einzeln 1 ergeben.
Zudem wollen wir annehmen, dass ug, v; reell sind, also

uz +vs=1.

TN
ST

12.3 Matrixelement des ungestdrten Hamilton-Operators
C;:Ncﬁu sind die Operatoren, die im ungestorten Teil des Hamilton-Operators auftauchen, also

berechnen wir (man beachte, dass wir in (>12.2) zuletzt uz, v; € R angenommen haben)

T _ . . . Al t . . . S B
<BCS|CﬁNCﬁTl|BCS> = <0| M5, (us, + vs, c-p,065,1) (C;meTl) I3, (um + V5, CﬁlTC—ﬁli) |0>
Untersuchen wir wieder die Kommutationseigenschaften der Paare von Leiteroperatoren. Es gilt!

T W0 _ 1t M .M . > >

CinCpn C3 1€l = CanCon C5aC 5 fir p1 * *p.
Im Fall von p; =p gilt die Kommutation nur, falls der Spin der aus dem Hamilton-Operator
stammenden Leiteroperatoren | ist. Im Fall p; = —p gilt Kommutation nur, falls der aus dem
Hamilton-Operator stammenden Leiteroperatoren T ist:

S 5 > tooo ottt
p1=-D bzw. p1# D CirC1 C_prCh = C_51Ch1 CorCpt
5= 7 5o+ 7 LA (O S JUn D
PL= D bzw. P * —Dp: C5iChL CirCpy = C5C iy CpiChL

Dies konnen wir zusammenfassen zu

1 Mit der Notation (1) ist gemeint, dass es unerheblich ist, ob an dieser Stelle ein 1 steht oder nicht.
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T M . t 1 .0 . S o
CinCprL Cp 15,1 = CpnCant Cp 16 5, fiir P1 * Ip,

wobei das + -Zeichen zu Spin T und das - Zeichen zu Spin | gehort. Alle Faktoren im obigen
Matrixelement mit Impulsen p; und p,, die nun ungleich +p sind, kommutieren mit C;ﬁncﬁn. Wir

konnen diese Faktoren daher komplett von den anderen trennen und in ein eigenes Matrix-Element
schreiben:

.I.
<BCS|Cﬁ“cﬁu|BCS>
= (0|1, »+5(us, + Vs, c_p,165,1) 5,45 (wz, + v5 ct el 0
P2 #Ep\ YD P2 Y0210, 1) Lpy=2p \ Yy p1 “p 1t gl
t t T
'<O|(uiﬁ+vi CTHLCLp1) (CﬁTlCﬁTl) (uiﬁ+ Vip CiﬁTC$ﬁl)|0>'

Mit exakt derselben Rechnung wie in (>12.2) erhalten wir fiir das erste dieser beiden Matrixelemente
nun

tot 2\ —
(0] T, + v, €565, Mg (5, + w3, € ) [0) = 1_[ (i +vp) =1,
pletp =1

2
+

wobei wir uns zunutze machen, dass wir in (>12.2) angenommen haben, dass die Faktoren |uﬁr

|[v|” individuell 1 ergeben und dass u, v; € R sind.

Im zweiten verbleibenden Matrixelement fallen die u,;-Terme ebenfalls weg, da wir durch sie c;r;
nach rechts und C» 1, nach links durchkommutieren kdnnen, wo sie dann auf das Vakuum [0) bzw. (0|

treffen und verschwmden. Also bleibt nur

t = t + ot
<BCS|cﬁ“cﬁN|BCS> = <O|v+p CFFLC+pT (Cﬁucpu) +7 C131CT 51
= p2 S (% S t 2
~ Vi <0| CFLCLRT (CﬁNCP“) CiﬁTCTLﬁi|O> Vip:

Dass das Matrixelement hier 1 ergibt, sieht man am besten, indem man es sich fiir die beiden
unterschiedlichen Spin-Konfigurationen Tl getrennt ansieht. Man beachte, dass im T-Fall jeweils das
obere Vorzeichen und im {-Fall jeweils das untere zu wahlen ist:

Spin T: <0| C_3LCHt (C;:Tcm) C;ETCLBJO) =1,

Spin !: <O| C5LC—p1 (Cptlcﬁi) cTﬁTcgl|0> =1.

Es ergeben sich drei Paare zu je einem Erzeugungs- und Vernichtungsoperator, die jeweils das gleiche
Teilchen erzeugen bzw. vernichten.

12.4 Matrixelement des wechselwirkenden Hamilton-Operators
cg,chﬁ,lc_ﬁlcm sind die Operatoren, die im Wechselwirkungsteil des Hamilton-Operators

auftauchen, also berechnen wir (man beachte, dass wir in (>12.2) zuletzt u;z v; € R angenommen
haben)

<Bcs|cT,TcI e,ic_ﬁlcm|Bcs>
0[I15,(uz, +vs czn) (chinet e sies ) s, (ws, +vg, b cto ) ]0).
P2\ "D> P2 C=p21CP,1 p'rl-p1t-pitpr ) Lp, \ Yp, P1 Cp 1050

Wir nehmen bei der folgenden Rechnung stets p # p’ an, da p = p’ bedeuten wiirde, dass gar keine
Wechselwirkung stattgefunden hat. Die Gruppe der Leiteroperatoren aus der mittleren Klammer
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kommutiert nun mit den beiden Leiteroperatoren aus den beiden dufderen Klammern, insofern
D2, D1 # D, P’ sind (mit derselben Argumentation wie in (>12.2) und (>12.3)). Aus den Produkten tiber
p, und p, koénnen wir also alle Impulse ungleich p, p’ herausziehen und genauso wie in (>12.3) in ein
eigenes Matrixelement stecken, dass aufgrund der Normierungsbedingung aus (>12.2) eine 1 ergibt.
Somit bleibt nur

<BCS| e plcpT|Bcs>
— t Tt t
= <0|(uﬁ + 127 c_ﬁlcﬁT)(uﬁ/ + Vgr € le’T) ( ﬁ’TC ﬁ’lc lCﬁT) (uﬁ + %7 CﬁTc—ﬁl) (uﬁr + vy Cﬁ’TC—ﬁ’l) |0>

tibrig. Wir kiirzen die fiinf Klammern im Matrixelement schematisch ein wenig ab und multiplizieren
alle Klammern aus: Wir erhalten 2* = 16 Terme:

(ay + ay)(ay, + a,)(m)(by, + by) (by, + by)
= aya,(M)by by, + aya;,(M)by by, + aya;, (M)b, by, + ayay, (m)by,by, + aya,(m)by by,
+ aya;,(m)b, by, + aya,(m)b,by, + a,a;,(m)byby, + a,a;,(M)by by, + a,a;,(m)byb;,
+ aya,(m)b, by, + a,a,,(M)by by, + aya;,(m)by, by, + a,a;,(m)by b, + a,a;,(m)b,by,
+ a,a,(m)b,b,,.

Oben sind alle Terme rot markiert, in denen rechts zwei b’s (also b oder b") stehen, die beide den
Index u haben. b’s mit Index u enthalten keine Leiteroperatoren, sodass in diesen Fillen die
Vernichtungsoperatoren aus der mittleren Klammer (m) direkt auf das Vakuum treffen. Diese Terme
verschwinden daher.

Es verschwinden ebenso alle blauen Terme, in denen die Anzahl an Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren ungleich ist; solche Terme ergeben in einem Vakuum-Matrixelement
sicherlich null. Das sind also all jene, bei denen die Anzahl der a’s mit Index v ungleich der Anzahl b’s
mit Index v ist.

Die beiden griinen Terme verschwinden ebenso, denn sie enthalten rechts von (m) keine Erzeuger
von ungestrichenen Impulsen p; sie enthalten also nur bj,, aber kein b, ohne Strich. Dies wire aber
notig, da in (m) ungestrichene Vernichtungsoperatoren stehen.

Aus dem analogen Grund verschwindet der violette Term: Er enthilt links von (m) keine Vernichter
mit gestrichenen Impulsen p’, also nur a,, aber kein a;,. Dies wire aber nétig, da in (m) gestrichene
Erzeugungsoperatoren stehen.

Somit bleiben zwei Terme iibrig. In dem ersten finden sich drei Paare von passenden Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren, sodass dieser Term nicht verschwindet:

aya,(m)b,by, = <O|(uﬁ)(vﬁ: C_ﬁILCﬁrT) (Cg*wcjﬁuc—ﬁicm) (vp ;Tc )(u »f)| > = UzVp VU

Der letzte Term verschwindet ebenso, denn hier gibt es zwei Erzeuger eines Teilchens mit Impuls —p’
und Spin |, aber nur einen solchen vernichte:

a,a,(m)b,bl, = <O|(vﬁ c_piepr) (Vg c_pics ’T)( ﬁ,TcT ,lC_ﬁiCﬁT) (v,; CchTpl) (v 5 ct,chp,l) |0> = 0.
Also gilt fiirp # p’

<BCS| Tc 511C- lcpTlBCS> = UzVp Vsl

12.5 Energie des BCS-Zustands

Aus den zuvor in (>12.3) bzw. (>12.4) berechneten Matrixelementen
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> 517 =1 vﬁu 3!

t — 1,2
<BCS|CﬁTlCﬁN|BCS>—viﬁ, <BCS| et e VU,

folgt fiir den Hamilton-Operator (man beachte, dass hier die Spin-Summe ausgefiihrt wurde)
H; = z 5 (C;ETCﬁT + Cglcm) —-A Z C;E,Tciﬁ,lc_ﬁlcm
p pp'eB
das Matrixelement
(BCS|H;|BCS)
= z & ( <Bcs|ct cﬁT|Bcs> <BCS| tes l|Bcs>) <Bcs| f e lcﬁT|Bcs>

pp'e
pr (U + U_p) A uﬁv~rvﬁu~r = Z Z Uz VUG Vg,
p'e p

P pp'eB

'U,Ll\)

wobei im letzten Schritt unter Ausnutzung von &; = £_; der Summationsindex p — —p vertauscht
wurde.

12.6 Variationsprinzip
Gemdfs dem Variationsprinzip wollen wir nun Ep¢s bzgl. unseres Parameters ¢ minimieren (man
erinnere sich an u; = cos ¢, v = sin ¢;). Dazu l6sen wir die Gleichung

L aEBCS _ Z 0 2 2 0
0= a¢ﬁ =2 A Eﬁﬁvﬁ: — A a(,bp (uﬂv*ruﬁwvﬁw)
14 p'p'e

( ‘Up pprvprupnv =11 + uplupl5pp!upllv S — uﬁ’vﬁ’vﬁ”5ﬁﬁ”vﬁ”
-|— uﬁlvﬁluﬁuuﬁuaﬁﬁu)

= 485 vpuy — A z (_Uﬁvﬁ”p’vr)’ + UpUpUp Vg — U/ V' VgV + Up! D p’”ﬁ”p)

p'€B
= 4&5 vpu Z(ua—vz)AE Us1 V1.
p'€B
N
=:A

Dabei haben wir die Konstante A := };c5uzv; definiert. Diese Gleichung hat nun die trivialen
Losungenuz =0=A=0 oder v; =0=A=0; darunter ist auch einfach ein voller Fermi-See mit
us; =0,v5 =1firéz <Ounduz = 1,v5 =0 fir&z; > 0.

Da uns diese nicht interessieren, suchen wir nach weiteren Losungen mit A # 0. Wir erhalten unter
Verwendung von

2vzuz = 2sin ¢ cos ¢ = sin2¢, u ¢; — sin® ¢ = cos 2¢;
die Gleichung
|
& 0= 485 vyuy — 2(uj — vi)A

o 285sin2¢;5 = 24 cos 265
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S ; A i P A Ep P 2 %
& tan2gy = sin2¢; , COS2¢z = E; A4 + Ep.
&5 Ej Ep’

Die expliziten Losungen fir uz und vz lauten

_E-%

Eﬁ"'fp 2
p 2E; ’

2
Uz = ——— v
7 .

2E;

da diese Losungen die obigen Gleichungen erfiillen:

Ez +fp fp 1 5 5 A .
ZUﬁ‘Uﬁzz\/ 2E—> 2Ea E_ﬁ Eﬁ—fﬁ=E—ﬁ=51n2¢ﬁ,

E;+& Ej—&;
2__P o _Ep —%» f—p = cos 2¢5.
v T2E; | 2B;  Ej

Uu-—"7v

2
14

Wir wahlen beim Wurzelziehen auf beiden Seiten der Formeln fiir up, vé im Folgenden jeweils das

positive Vorzeichen.

12.7 Selbstkonsistenz
Aus den Formeln aus (>12.6) folgt fiir die Konstante A

pEB pEB pEB

A AZZ AC | 2 A A
== uﬁvﬁz—Zsm ﬁz—Z—.
2 2 2 r“%

Wir kdnnen nun auf beiden Seiten durch A teilen und die Summe als Integral schreiben. Mit Abschnitt
1.4 folgtbeiT =0

Er+wp 1
A or A [ ey e
/AZ +&2 Er=0p <g(Ey) /AZ +&7
Ag(EF) wD x: f/A Ag(E) “’D/A 1 & )wa/Ad 1
J— = X
./A2+52 o VIR ! VI + 12

= Ag(ER) [arsmh x]g’l’/A = Ag(Ep) arsinh wp /A = Ag(Eg) In (a)D/A +/(wp/D)? + 1).
Mit der Annahme A < wj, folgt
1~ Ag(Ep) InQRwp/A) = A~ 2wpe1/A9(ER),

Man beachte, dass dieses Ergebnis konsistent mit der Annahme A < wj, ist.

12.8 Vergleich mit dem Fermi-FlUssigkeit-Zustand
EsgiltbeiT =0

Eo = Z(s» — E) <Norm|c ch|Norm> = zz (85— Er) 0(Ep — &5) = ZZ £(B) 0(—(P))
o N
sowie, mit den Relationen

Egcs —22(8» EF)ve—A Z U VU V! —225( )v~——z 2u;5v5.

=37

pp'€B pEB
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Wenn wir nun die Differenz bilden, erhalten wir!
- - A
AE = Eyes—Bo =2 ) £49) (v~ 6(—6@)) 5 Y 2upvy.
PEB PEB
Nun setzen wir die Relationen (siehe auch (>12.6))
§(P)
VB2 + E2()
A
VA% +82(P)

ein und schreiben die Summe wieder als Integral. Mit Abschnitt 1.4 folgtbei T = 0

_ 1 11
v§=smz(;bz;:E(l—coqubﬁ):E—E

2vzup = 2sin ¢ cos ¢z = sin2¢pz =

AE = Epcs — Ep = d*p (f(ﬁ) (1 - Lﬁ) —20(—=¢(®) > - A—2>
peB VA2 +E2(p) 2{A* +&2(p)

—fEFMD (&) dE (g(e) (1—&—29(—5(5))>—A—2>
) o O] 2/ + ()

Er=wp ~g(Ep)

wp &? A?
o6 [t (6~ %00~ )

wp 252 AZ
=g(EF)fO d¢ <_\/A2:+§2+2§ _\/A2:+€2>

wp 252 AZ
=g(EF)fO d¢ <_\/A2:+§2+2§ _\/A2:+€2>

(UD/A 2x2
= Azg(EF)f dx (
0

1
S Y ——
V14 x2 V1 + x?

) N2g(E )wa/Ad (2 1+2x2>
= x | 2x ——
gL 0 V14 x?

e} 2
~ N g(Ep) dx 2x—ﬂ =—1A2g(E)
o Vitxz) 20 00

Dabei haben wir zwischendurch x := /A substituiert und am Ende wp /A = o gendhert.

12.9 Die neuen Leiteroperatoren erfiillen die Fermionen Kommutator-Algebra
Unter Verwendung der Tatsache, dass die c;,'s die tblichen Fermionen-Antikommutator-Relationen
erfiillen, folgt direkt

1 Im Gegensatz zum vorherigen Schritt geht die erste Summe hier nur noch tiber g € B und nicht mehr tiber

alle p. Das hat folgenden Grund: Aus A = 2wpe /290 folgt A << wp und daraus wieder folgt
tan 2¢3 =L<< 1 fiir |<€ﬁ—EF| > wp.
& —Ep

Also tan 2¢p; = 0. Dies Gleichung hat die Lésung ¢; ~ 0 und dies wiederum liefert v; = sin ¢5 ~ 0 sowie
uz = cos ¢ ~ 1. Diese Losung ist sinnvoll fiir £; — u > wp, also weit auerhalb des Fermi-Sees; hier gibt
es keine Teilchen. Die Gleichung hat aber ebenfalls die Losung ¢; ~ m/2, also vz = 1 und u; =~ 0. Diese
Losung ist sinnvoll fiir & —u < —wp, also tief im Innern des Fermi-Sees, wo alle Zustinde besetzt sind.
Aus diesem Grund kénnen wir die Summen iiber jene p ¢ B aus E, und Epcs gerade wegkiirzen. Die
Summen von E; und Egcs unterscheiden sich nur im Bereich B wesentlich voneinander.
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= Uzug :{cpg, ;,U,} + 66 vvg {c_ﬁ’_g, c_ﬁfl_ar} W5 855/ 0! + GG VU5 855 864

= (u + 5’2172)5“! oo! = 5;3;7’500’:

wobei 62 = 1 sowie uzz; + vé = 1 aus Abschnitt 12.1 (Normierung) verwendet wurde. Ebenso folgt

o AT ., ot
{apa, aﬁrar} = {upcpo GV5C 5 _ o Up' Cil ! G'vgc! 5 U,}
R R t Ry T .
= —0'uzvy {cpo, c_ﬁ,__ol} Gvgug {c o cpfar}
= —6'u=1v= S — OU2Us= > _—~a >0=> = — OV - >
= —6"upv 65 505 — GVaU6_550_¢ Guzv_3b5 505 o' — OVEU_5O_55/0_ 5/

= J(uﬁv_ﬁ — u_ﬁvﬁ)(Sﬁ‘_ﬁ/(So‘_g =0,

t t — IS T, T =
{aﬁo., ﬁ’U’}_{uPCﬁO’ O'UpC_p__o, P’Cﬁ’a’ O-Up’C_p”_a-’}

- _ o Lot . . t
=-0 upvp {cﬁg,c p’,—cr'} O'Upup' {C_p_ Cﬁ'a'}

= =G UV 85 505 o' — GVaUG O _j5'0_gg! = GURV_505 510 o' — OVEU_50_55'0_5q!
= a(uﬁv B _ﬁvﬁ)6ﬁ__ﬁr56__gr =0.

Hierbei wurde ausgenutzt, dass zumindest fiir die u;, v der [Norm)- und |BCS)-Zustande uz; = u_g,
vy = v_j gilt.

12.10 Invertieren der neuen Leiteroperatoren

Wir haben
Qg = UiCip — GVZC al =usct —Gvsc_s
po #Cho BC~p,~0’ po P-po pr-p—0

=1

'GJN

definiert. Daraus folgt, mit uz = u_j, vz = v_z sowie 6> = 1 und u +v

oy ~ T I -, | =, .-t = N — (12 4 52,2
UpQ5s + OVRA_5_, = Up (upcpg avpc_ﬁ'_a) +0vy (upc_ﬁ'_a + avpcpa) = (uﬁ +0 vﬁ)cw
_Cﬁ()"
Lot D o N P S ~ o Y (0,2 4 ~2.2) .t
U5, T O0VE0 56 = Up (upcﬁo avpc_p__a) +0vp (u,,,c_p__(I + crvpcﬁa) = (uﬁ +0 vﬁ)cﬁa
— T
_Cﬁo‘

12.11 Der Norm-Zustand ist ein Vakuum bzgl. der neuen Leiteroperatoren
Wir betrachten die Wirkung von @, auf [Norm). Einsetzen der Definitionen dieser beiden Objekte
liefert

a55|Norm) = (uﬁc,;(7 — 6vﬁcjﬁ'_o) 1_[ pTc 1 [0).
P mit |pl<pg
uy ist ungleich null nur auSerhalb des Fermi-Sees; uzc;, kommutiert daher mit dem Produkt tiber
alle Impulse innerhalb des Fermi-Sees, trifft auf |0) und verschwindet. v; ist ungleich null nur
innerhalb des Fermi-Sees; vﬁcjﬁ’_g kann daher nur Impulse innerhalb des Fermi-Sees enthalten, die
bereits durch die Erzeugungsoperatoren aus dem Produkt bereits besetzt worden sind. Somit trifft
der Erzeugungsoperator Cjﬁ,_ ., Stets auf einen schon besetzten Zustand und verschwindet, da ein

Zustand nur von einem einzigen Fermion besetzt sein kann.
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12.12 Der BCS-Zustand ist ein Vakuum bzgl. der neuen Leiteroperatoren
Wir betrachten die Wirkung von a;;, auf |BCS). Einsetzen der Definitionen dieser beiden Objekte
liefert

@55|BCS) = (uﬁcﬁg — 6175623’_0) 1_[ (uq + vqcmc ) |0).
q

@5, kommutiert mit allen Faktoren des Produkts, die Impulse G # +p enthalten. Betrachten wir
zunachst den Fall o = T (das bedeutet & = 1; wir lassen & aber noch einen Moment allgemein stehen)
(XﬁﬂBCS)
_ Tt =t ot t
= 1_[ (ua + UﬁcﬁTC—ﬁi) (uﬁcm — avﬁc_ﬁl) (u_ﬁ + v_ﬁc_mcﬁl) (up + v pTc ) |0).
g#xp

In diesem Fall kommutiert a3, (die zweite Klammer) zusatzlich auch noch mit der dritten Klammer:

_ t ot ~t
a31|BCS) = 1_[ (ua + vﬁcmc_m) (uﬁcm — avﬁc_ﬁi) (up + v pTc ) [0).
q#p
Die beiden rechten Klammern liefern nun vier Terme: Der u%-Term verschwindet, da in diesem Term
der Vernichtungsoperator auf |0) trifft. Der vf; -Term verschwindet, da es in diesem Fall keine
Vernichtungsoperatoren gibt, aber zweimal den Erzeugungsoperator cfﬁl. Da es nur ein Fermion im

Zustand —p,! geben kann, verschwindet auch dieser Beitrag. Somit bleiben nur die beiden
Mischterme {ibrig:

Tt t .t
a31|BCS) = 1_[ (ua + vﬁcmc_m) U5V5 (CﬁTCﬁTC—pl gct ) |0).

q#p

Mit cmc |0) = |0) folgt, dass sich die beiden Terme in der Klammer gerade wegheben. Dies

funktioniert allerdings nur, weil ¢ = 1 ist.

Betrachten wir nun genauso den Fall ¢ ={ (also & = —1). Auch in diesem Fall kommutiert a;, mit
allen Faktoren bis auf einen:

— . Lot ot IS | . S
a5, |BCS) = | | (uq + UqCaTC—al) (upcpi crvpc_m) (u_p + v_pc_mcﬁl) |0).
q#-p
Beim Ausmultiplizieren der beiden rechten Klammern iiberleben erneut nur die beiden Mischterme:
— . LAt At ol ro AT AT
a5, |BCS) = | | (uq + UqCaTC—al) UV5 (cplc_mcﬁl Gcl. ) |0),
q#-p
wobei wir uz =u_j v =v_; verwendet haben. Wir missen im rechten Term nun die

Erzeugungsoperatoren vertauschen CiﬁT' C;Ei; da die Impulse verschieden sind, liefert uns dies nur

einen Faktor —1. Und da § = —1 ist, kiirzen sich die beiden Terme wieder weg. Es gilt also
a55|BCS) =0

aber nur wegen unserer Definition von &. Dies ist der Grund, warum dieses & in der Definition von
a5, eingefihrt wurde.

12.13 Produkte von alten durch neue Leiteroperatoren ausdricken
Mit den Formeln fiir die c-Leiteroperatoren in Abhéangigkeit der a-Leiteroperatoren folgt
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t . T JPVEER P

=wiat at. —via - o= (—at as saf

= UAp g vﬁa_plam+upvp( amam—ka_pla_m)

=ulat at. —va_-ias v —at a ot gt o
U505 51 — VA5 Q5 + UpVp ( agzap + ({a_pl, a_ﬁl} a_ﬁla_pl»

— 2t .2 a1t o T R

= UpAp A5 — V5051051 + UpVp (1 AN D a_ﬁla_pi).

Die beiden Vernichtungsoperatoren lassen sich leicht durch die beiden Erzeugungsoperatoren
ausdriicken, sodass wir das Ergebnis von eben wiederverwenden kénnen:

+ T
_ (T .t (2, _.2 . 19 P SV .
C_5ICH = (CﬁTc—ﬁl) = (uﬁo:moz_ﬁl V551051 + uzvp (1 a5 Apr a_ﬁla_pl»

2, o 2 1 7 (1 —at o — T o
= Uz 5,051 vﬁama_ﬁl+upvp(1 LENED a_ﬁla_pl).

12.14 Mean-Field-Hamilton-Operator
Mit A == C;’Tciﬁl und B := c_z,c51 sowie
~ (A)B + (B)A — (AX(B),

wobei wir aus Abschnitt 12.2 wissen, dass (4) = (B) = u;v;; gilt, folgt fiir die Hamilton-Operator (mit
§5 = E5 — psowie A :== A Y 5epUsvp)

— S T 1 Yl

H; = E &p C54Cha E C511C_5r C—pLCHT

—> > S— — e’
pp'eB =AB

LS o
Z 5 pTcpT + cplcpl) A Z (uﬁfvﬁr C_pLCp1 T UpVp CirnC s, upfvpfupvp)
ﬁﬁ

A?
Z &5 pTCpT +1- cplc AZ C_piCpr + cpTc ) + N
pPEB

& —A\ [P A?
+ E ,C t | +—=: HYF
ng pT c-pt ( A =&5)\c 5 A G
AL
=M
Dabei musste im letzten Schritt an einer Stelle die Summationsvariable umgedreht werden: p —» —p,

um den Cﬁlcgl-Term in die Matrixschreibweise zu integrieren.

Man beachte, dass die Summe mit der Masse am Ende tiber alle p geht, nicht nur iiber p € B. Man kann
dies entweder so verstehen, dass man A in der Matrix durch A (p € B) ersetzt, wobei 8(p € B) = 1
fir p € B und sonst 0 ist. Oder man nutzt aus, dass man die Summe iiber die A-Terme im Bereich p ¢
B wegen A < &5 gegentiber den ¢ 3-Termen vernachldssigen kann.

12.15 Diagonalisieren des Mean-Field-Hamilton-Operators
Die Matrix

(% A
(s 2)

aus dem Hamilton-Operators HYF hat nun die Eigenwerte

Ay =+ |A2 + &2 = +E;.

]

Zugehorige Eigenvektoren sind gegeben durch v, ~ (f,; T Ejp —A), wie sich leicht zeigen ldsst:
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(
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Normieren der Eigenvektoren liefert
1

3 - 1 A
(”_A ) \/A2+(fﬁiEﬁ)2(p—A p) \/A2+f%+E%iZEﬁE5< —A )

€p+E>

) e

Flir die x-Komponente gilt

§5 T Ej 4 +&5+ Ej; _+\/m_{uﬁ fir+ = +
‘ZEﬁ‘/m__VZEﬁ\/m__ \/ﬁﬁ B —Vp fir+=—

Flr die y-Komponente gilt

—A _ 55 1 (Es+65)(Es — §p)
e E

\/ZE*\/E~+§15_\/2E*\/E*+EZ; + &5

- —v; firt=+
' ZEﬁ\] :
/E +é5=—uz firt=-

Die Eigenvektoren lauten also

(o) Ca)=Gg) = s=(3, w)
—vp) \~up) T\ V5 U

Die Mathematik diagonalisierbarer Matrizen sagt uns, dass
E; 0
+ _ (©P
STMS = ( 0 - Eﬁ)
sein muss. Aufserdem finden wir

. t Q
st ( ot ) _ (” _Vﬁ) ( CfT ) B (”ﬁCﬁT - ”ﬁc—m> B < “fT >
ct —\v ug J\c'o )\, L. LT “N\a'L )

p - VsCpr + upc_ﬁl -pl

-pl pl

T Ty

uz vz
T =(ct c -V P TPY=(usct —vic s vact +usc s )= (al a
(cﬁT, c_pl)S = (CﬁT’ c_pl) (_Vﬁ uﬁ) = (upcm V5C_ju VCa + upc_pi) = (am, a_pl).

Somit folgt fiir den Hamilton-Operator
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,f.» —A CﬁT AZ
HYF = t[°P t —
+Z ,C_z1)SS SS +
Zf pT Pl) (—A —&5 )T A
-Yer laen) (¢ )(oh,)+ 5
I - 1- >~
P pf Pl 0 —Ez/\al;) A
t a?
Z ot Z By (aprap —apaly ) +
AZ
1_
-t D telehan (1t} &= T i S5+

12.16 Alternative Darstellung des Hamilton-Operators
Nur die Summe mit der Matrix unterscheidet sich zwischen den beiden Schreibweisen mit 2 X 2- oder
4 X 4-Matrix. Wir betrachten also nur diesen einen Term:

(fﬁ 0 —A 0\(?7\
0 & pl
ZZ pT’ pl' —pl'_c—ﬁT) —A é)

o o 0 )\

=1 f* Tc~+cTc~ —c_zct ct
2 p \Cpr ot plepl -pLC_pL — C-p1C_pr

P
1
2

]

T T T
A( CpiCpr T C—p1Cp1 — c_ﬁTcﬁl)
=
T T T
Z $p ( Cirlpr (1 Cplcpl) C-pLCpL ™ (1 - C—ﬁTC—ﬁT))
=
1 t
— EZA( pTC l+c *l+c—ﬁlCﬁT+CﬁlC—ﬁT)

_ )= a(chels + )= (et )fﬁ —AN (P
= pTCPT cplcﬁl . CﬁTC—ﬁl C—pleT = CﬁT'C—pl —A _fﬁ Ciﬁl .

P p 7

NI»—\

Beim zweiten Gleichheitszeichen haben wir (anti-)kommutiert, bei dritten haben wir dann bei einigen
Termen den Summationsindex p — —p ersetzt. Die Gleichheit der beiden Darstellungen ist somit
gezeigt.

Nur die Summe mit der Matrix ist ein nicht-konstanter (also operatorwertiger) Term. Wir
vernachlédssigen nun die librigen Terme und kénnen die Summe mit der Matrix auch als Integral iiber
Feldoperatoren schreiben:

1 _
HMF = Ef dx P hgge W.

Wir wollen nun sehen, warum diese Schreibweise auch dquivalent ist. Fiir den Hamilton-Operator gilt

thG=fﬁ(03®Uo)—A(‘71®‘70):fﬁ<((1) _01)®((1) (1))>_A(((1) (1))®((1) (1))>

10 0 0 00 1 0 & 0 -4 0
_e 01 0 o) sfo0 0 1) _fO & 0 A
Plo 0 -1 o0 10 0 0 -A 0 =& 0 [

00 0 -1 0100\0_A0_§ﬁ/
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Die Spinoren sind definiert als
oo L ip7
= @rvl D), @ =) e e
b

Siehe zur Gleichung von ), auch (>9.1). Nun kénnen wir die Aquivalenz auch wieder ,riickwarts”

zeigen:

Py
1 _ 1 Yy
E.f d3T g thG Y = Ef d37" (lp:; lpjv Ebi; —IIJT) thG d)j

—pf

Die Komponenten von hgg; enthalten keine Operatoren. Daher kommt es beim Ausmultiplizieren zum
Aufeinandertreffen der verschiedenen Feldoperatoren, zum Beispiel

fd3r1pa¢ar =—Zjd3re“(p "’)chr Chlo! = ZV&W C5oCp'o" —chacw
vy’ vy’ p
(fiir den Vorfaktor V des Kronecker-Deltas siehe Abschnitt 1.5). Das Integral wird zur Summe, die
Spins bleiben unverdndert und das 1 des Feldoperators pflanzt sich auf den Leiteroperator fort. Wenn
allerdings beide/keiner von beiden Feldoperatoren ein t tragen/tragt, erhdlt man stets eine
Exponentialfunktion eTiB+)7 3150 ein Kronecker-Delta 6_zp und ein (beliebiger) Impuls dndert

sein Vorzeichen. Betrachten wir alle Kombinationen:

i win wiwl wﬂ —wiu«:

, f | vlee wive wlyl —ylyl

J o " /(wT,wwl, )= fer I R Y A /
—¥r —Prpr —Pnp, —p] ]
/ C;ETCZ;T chcﬁl C;Tcil3l - ;:Tcim
,%Cm C;:Lcﬁl Cglcim _Cgicjm

|
| cz.C C31C_3 cact —czct
\ plt-pt pit-pl plepL plepr

s —ConCnt —Coanct ol
CprC—pr  —CprC-pl  —CprCh  Cprlh
1.

t t T _.t
CprCpt CprCpL CprC_pL CprC_pr
T t t .1 _.t ot
_Z CpLpt CpL6pl CpLl—pL CpLlpr
- t AT
7 C—pleT C—plcpl C—plc—ﬁl C—plc—ﬁT
i AT T
C_p1Cpr C_p1CpL C—PTC—i)’l C-PTc—i)’T
.'.
CﬁT
1.
— C; I S |
= 2 pf (CpTl Cpll C—ﬁl’ C—ﬁT)'
p | P

(Da wir hier keine Matrix zwischen die Spinoren geschrieben haben, ist der linke Vektor ein Zeilen-
und der rechte ein Spaltenvektor - also genau umgekehrt). Beim dritten Gleichheitszeichen haben wir
in der unteren Hélfte der Matrix den Summationsindex p - —p umgedreht (man beachte, dass jede
Matrixkomponente einer unabhdngigen Summe entspricht). Da die Matrix keine Operatoren enthdlt,
konnen wir nun einfach die Matrix einfligen, ohne, dass sich etwas dndert (aufler eben dem

Transponieren der Vektoren):

123



Cﬁl

( . \

1 _ 1

— T ot

E_f d*r ¥ hgge ¥ = EZ (CﬁT’ C510 C—pls —C-m) hgag \ cfﬁl :
P

_ .t

Womit auch diese Gleichheit bewiesen ware.

12.17 Kritische Temperatur durch Selbstkonsistenz
Wir betrachten wir die Selbstkonsistenz von A. Aus (>12.6) wissen wir, dass

A A

Ez—,
D A2+€ZZ3

ist. Auferdem gilt dank einer mathematischen Identitit

2uzvg = sin2¢z =

2 BE;
1-2n(E;) =1————— = tanh—2.
Somit folgt
A BE;
A= AZ uvs (1—2n(Ez)) = AZ F; @
PEB DPEB
tanh BE;/2
£ 2E;
PEB

Wir betrachten nun das System bei der kritischen Temperatur T =T, ; das ist dort, wo die
Energieliicke A des |BCS)-Zustands im Vergleich zum |Norm)-Zustand gerade verschwindet (siehe
Abschnitt 12.1 und 12.3). Wir setzen also T = T, = A = 0 = E3 = 3. Mit Abschnitt 1.4 folgt

- AZ tanh B.&;/2 _ AJ it tanh B.¢5/2 _ AfEF+wD o) de tanh .&5/2
peB 2y peB 285 EF=WD ~gp=g(Er) 28y
@>  tanhf.£/2 ®p  tanh ,&/2 x=B.wp/2 BPewp/2  tanhx
=AgFf dfz—;=AgF dETC = Agpf dx ——.
—wWp 0 0

Mit der Annahme wj > kT, & B.wp > 1 folgt, dass von x = 0 bis hin zu x > 1 integriert wird. Fiir
x > 1gilttanhx = 1. Fiir x —» 0 geht tanh x — 0. Wir kdnnen also als grobe Naherung den Bereich x €
[0,1],in dem der Tanges Hyperbolicus Klein ist, vernachliassigen und uns nur auf den viel gréf3eren
Bereich x € [1, B,wp /2] beschrianken, wo tanh x =~ 1 gilt:

Bewp/2 1 ﬁw
1~ A dx — = AgpIn—2

= 2kT, =~ wpe™'/Adr,

12.18 Warmekapazitat
Die Warmekapazitat ist gegeben durch

¢ =T=,  S=-2k Z (n(E5)nn(E5) + (1 - n(E5)) n (1 - n(Ep)))

mit Entropie S und Boltzmann-Konstante k. Der Faktor 2 tragt den Spins Rechnung. Wir wollen im
Folgenden den Ableitungspunkt als Ableitung nach der Temperatur T verwenden:
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n )— ZkZ'l n
_n_ qnnl_
14

. 0S n
S:=—=—2k2(lenn+n;—flln(1—Tl)—(l—n)l

oT
Wir nutzen
1
no__ el s,
CePE 11
und definieren als Abkiirzung (es war E; = /AZ + ff; und A war temperaturabhéngig)
_ 1
m) =y = nEp) =m(BEy)

10 E; AA
=l =GP+ ) = o (520 T)

=m (ﬁEﬁ)
Damit erhalten wir
2kTZ Ine~FEs ZZ 1 on PR
= — P = e 3
nlne” BIE, ﬁEﬁ B

on E~+ 1 dw*)
T ' 2E; dT

N OF 3
B 14

FirT - T, = A - 0 = E; - & folgt daher mit Abschnitt 1.4

on (&  dN? 5 & dn?
<_2_+dT fdp6§p< 2— +dT

Cyy =
on & dA on( & dp

a2 (o) e a2 )
g B2:0e afp T dT ¢ T dT

=2 Jd “y jd On dA”

In der Nihe von T, entspricht der |BCS)-Zustand fast dem |Norm)-Zustand, also einfach einer vollen
Fermi-Kugel. Da typischerweise T, « Ef gilt, konnen wir die Fermi-Dirac-Verteilung bei T, daher mit

der Sommerfeld-Naherung nahern:
on
5~ ~—6(8) —— (kT)25”(€)

Beim ersten Term verschwindet die erste Ordnung der Sommerfeld-Ndherung; hier miissen wir die

zweite Ordnung mitnehmen und erhalten mit partieller Integration

2 2 2
~2g; f as 25~ 2¢ [ as (6(5)+—(kT)26"(5)>€T gkt [ a6 ¢

2 2m?
=T ger [dgsn@ 8 = -2 gt [ag o @€ = 22 guer [ a6
2m?

= _ngZ

Fiir den zweiten Term geniigt die erste Ordnung der Sommerfeld-Ndherung. Mit
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T dA?
2 o 2272 (1 _ il 21,2
A? ~ (3,06)2 k2T (1 Tc) = = ~(306)* KT,

folgt

on dA?

gr | 4§ e ar > —gFf d§ 8(8) (=(3,06)* k*T,) = (3,06)*gpk?T,.

Fiir T - T, folgt somit insgesamt

2n? )
oy = Tng T, + (3,06)°gpk“T,.

Man beachte: Bei dieser REchnung haben wir uns T, von unten genadhert. Fiir T > T, gilt A = 0 und
daher auch dA?/dT = 0. Der zweite Term triagt dann nicht bei. Insgesamt folgt also

2

21 2 2
o = TngZTC + {(3,06) gek“T.,, T 7T,

0, TNT,

126



13 ELEKTRODYNAMIK VON SUPRALEITERN

13.1 Weg zur London-Gleichung

Ersetzt man in der Bewegungsgleichung
mv = qE

die Geschwindigkeit ¥ durch den Strom j = nqv, wendet auf beiden Seiten der Gleichung die Rotation
V X an und nutzt schliefilich die Maxwell-Gleichung

=3 —

VXE = —B,
erhalt man
i T Uxj=VxE Vxj=-B
—7= = —VX]=VX = X]=—
nq] q nq? ] . yYvXxj
— -B
::‘y

0

d - -
a(yV><}+B)=o.

13.2 Alternative Formen der London-Gleichung
Wir haben die Gleichung

YWxj+BE=0
wie die Maxwell-Gleichung und Rotationsidentitat
VxB=4nj, Vx(VxB)=V(VB)-V2B.
Wir setzen das j aus der Maxwell-Gleichung oben ein und nutzen VB = 0 aus:

o - - 4m
Y yx(vxB)+B=0 o  VB=—§.
477_*7’ Y
-V“B

AuRerdem kénnen wir das B in der Gleichung yV x J + B = 0 durch V x 4 ersetzen:
YUXT+VXA=0 = vx (yj+4) = 0.

Jedes Vektorfeld F= ﬁdiv + ﬁmt lasst sich aufteilen in einen divergenten ﬁdiv und einen rotierenden
Teil ﬁmt mit

VX Fyy=0,  V:Fpg=0.

AusVXF =0 folgt also nicht zwingend F=0es folgt nur ﬁrot = 0. Im statischen Fall folgt jedoch aus

der Kontinuititsgleichung V- j = —p = 0 und wenn wir die Coulomb-Eichung V - A = 0 annehmen,
konnen wir also tatsachlich

Vx(yf+j)=0 = j=—y 14

folgern.
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13.3 London-Eindringtiefe
In unserem Koordinatensystem befinde sich bei x > 0 ein Supraleiter und bei x < 0 Vakuum oder ein
normales Metall, in dem ein konstantes Magnetfeld

B = B8,
vorherrsche. Die z-Komponente der ersten London-Gleichung ist dann

V2B,(x) = 4}/_71 B,(x).

Wenn wir aufgrund der Symmetrie annehmen, dass B, nur eine Funktion von x ist, kénnen wir V2 —
d?/dx? ersetzen. Daraus folgt mit 4, := \/y/4m

1
B} (x) = B (%) = B,(x) ~ e¥*/ A,

Mit der Stetigkeitsbedingung zum aufleren Feld B,(0) = B sowie der experimentell begriindeten
Bedingung, dass im Inneren eines Supraleiters (im Prinzip) kein Magnetfeld vorherrscht, wir also
B,(x = o) = 0 erwarten, folgt

B,(x) = Be /L,

13.4 Nullte Ordnung Stoérungstheorie — Kinetische Energie freier Elektronen
Mit § = —iV und y,(#) = V~1/2 Zﬁeiﬁ'Fcﬁa folgt (zum Vorfaktor des Kronecker-Deltas siehe
Abschnitt 1.5)

1 R
HO =ﬁ2fd3r¢2(77) I,DU(T‘)—Z Vz-fd&re lprvz ig-v p-t
opq

3 52) o— =2 — t
sz fd r (—g?) e iG-D7 cpdcqg = VZ V(S(gpcﬁacq(I = ) 5 C5oCho-
opq op

-QL

Wendet man H, nun auf irgendeinen Zustand an, erhdlt man direkt die Summe der kinetischen
Energie der freien Elektronen.

13.5 Teilchendichte in zweiter Quantisierung und diamagnetischer Strom

Integriert man iiber )., 1/)21/)0, erhdlt man den Teilchenzahloperator:

Daraus kann man schliefden, dass 201/);1/)6 alleine die Teilchendichte ist. Da 4 einfach eine Funktion
ist, die mit ¥, bzw. c3, kommutiert, folgt

2 2
Jo® =1 9@ (~aA®) e = =yl @, @) AF) = ~ZL A = -y A,

mity = m/nq?.
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13.6 Erwartungswerte im korrigierten Zustand

Der Stromfluss j, kommt erst durch das Feld A zustande; im Grundzustand |BCS) hingegen ist der p-
Raum symmetrisch besetzt (u,;, Vg lassen sich durch Ez, fﬁ ausdriicken, siehe Abschnitt 12.1, und das
sind Funktion vn |p]) und es flief3t kein Strom, also gilt

(BCslj,|BCS) = 0.

Wenn wir die Storung anschalten, dndert sich allerdings auch der Zustand, und in unserer
storungstheoretischen Entwicklung bekommen wir als neuen Zustand |®) einen um eine Korrektur
|¢p1) korrigierten alten Zustand:

|®) = |BCS) + [¢1).
Somit folgt

(D[], ®) = (BCS| + ($1]) J, (IBCS) + |h1))
= (BCS|j,|BCS) + (¢1]7,|BCS) + (BCS|J,|$1) + O(¢D).

=0

13.7 Matrixelement mit Stérungs-Hamilton-Operator
Zunichst extrahieren wir mal H;, den Stérungsterm, aus dem gesamten Hamilton-Operator und
bringen ihn in eine handhabbare Form.

Multipliziert man die Klammer im Hamilton-Operator aus, erhalt man
1 - - - s e - re -
H=5m > [ @yl (5 - ap- A6 - 4@ 5+ 0(42)) o),
g

wobei p = —iV. Der p?-Term ist die fiihrende Ordnung H,. Man beachte, dass das p in H auch iiber die
Klammer hinaus auf ¢, (¥) wirkt. In der Coulomb-Eichung V - A=0 gilt

V-Af(#) = f@ (V- A) +A-VF@ = 4-VF(@),
=0

A vertauscht also mit p und wir erhalten fiir die Ordnung-/T-Terme

1 — o - - q >N\ o - s
H=om ) [ @ i@ (<200@ - 5) e = =2 [ @l 5w, A6,
a a
Mit § = —iV und ¢, (#) = V~1/2 Zﬁeiﬁ‘FcﬁJ sowie der Fourierzerlegung des Vektorpotentials
A@) =) dg et
q
folgt
_iq e S
1= e,%fd re”'P TVelprcﬁ,UcﬁU age'd™
op'pq
_ S 3 i(F —F—)F _iq . t
=7 Z (lp a~)fd re W -P-@)7 C515Cha oo Z (lp aa) V&5 54q 516
qoﬁﬁ’f‘i opp'q
_ > oyt
= —;Z(P dg) Cp+g,0CPo
opq
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Wir sind nun am Matrixelement (l[|H;|BCS) interessiert. Da wir von den Leiteroperatoren der
Quasiteilchen, des a’s, besser wissen, wie sie auf |BCS) wirken, als von den c’s, nutze wir die
Umrechnungsformeln aus Abschnitt 12.2:

T — (1T IV oy = T
Ci6Cho = (uqa'ag + avqa_q,_g) (upa'p(, + dvpa_ﬁl_a)
t T

1.
Go%—p—a

A1) - - ~ 77— - - 52 - - -
+0ugvs a +0UpVG A —oQAps + 0 VG5 G0 _j_g

_ to
= UGy Xg,%50

Die beiden Terme, in denen rechts ein Vernichtungsoperator steht, tragen nicht bei, da der
Vernichtungsoperator auf den Grundzustand |BCS) trifft. Auch der letzte Term trégt nicht bei, selbst
wenn der Vernichtungs- und Erzeugungsoperator dieselben Impulse tragen; denn |l) kann nicht den
|BCS) -Zustand beschreiben, sondern nur angeregte Zustinde, da in der Summe aus der

Stoérungstheorie nur iiber [ # BCS summiert wird. Fiir unsere Matrix-Element folgt also (man beachte,
dass in H, der Erzeugungsoperator den Impuls p + ¢ und nicht nur ¢ tragt):

(I|Hy|BCS) = ——Z(p aq)< p+qacpg|8cs>
opq
N B NN WO M1 P t
= mZ(p aq)aup+qvp <l aﬁ+§laa_ﬁ,_a|BCS>.
opq

Damit das Matrixelement in der Summe nicht verschwindet, muss |l) offensichtlich ein zwei-Teilchen-
Zustand mit entgegengesetzten Spins sein. Wir schreiben daher |l) = |I?1,a’; Ez,—a’). Das ist aber
noch nicht alles; die Impulse miissen natiirlich auch tibereinstimmen. Dazu gibt es zwei Moglichkeiten:

Entweder passt Ela’ zum ersten oder zum zweiten Erzeugungsoperator (und I?z, —o' zum jeweils
anderes) - dann ergibt das Matrixelement 1, sonst 0. Die beiden Moglichkeiten kdnnen wir als Summe
von Kronecker-Deltas schreiben:
i . t —
(fro's o =0'|al, g o0ty [BCS) = 6_p0r8_ 2,0
Das relative Minuszeichen tragt der Tatsache Rechnung, dass wir es hier mit Fermionen zu tun haben;
wir bekommen also auch einen Faktor —1, wenn wir die beiden Erzeugungsoperatoren oder die

Impulse El, Ezvertauschen im Zustand vertauschen.

Somit bekommen wir

(k10" K, 0 |Hiy [BCS) = ——Z(P 03)6%343V5 (0-00' 07, 05447, — Ooo' Opaais O, )
opq
q 7 - ~7 7 - - ~r
= (—(—k1 aa)a U_g g —Ftik, ((kl—q) aa)a uklvkl—ﬁcg—?ﬁﬁz)
q
= (ka2 ) 6w ve k;-d G'ug vy
- 170, 4%, %, VR, 170, 4%, % VR,
~/
__9 k. -d qo P
= 7m0 1 GRak, ) (M, Ve, T YR, Vi, m 17 AR 4k, ) Uk, VR, — Yk, Yy

Dabei haben wir u_; = w3, v_; = v; sowie verwendet. Man beachte zudem, dass Y., 615, = £6’

-p
ergibt (zur Definition von & siehe Abschnitt 12.2). Zudem haben wir den Trick angewandt, im zweiten
Term beim zweiten Gleichheitszeichen die p -Summe kontraintuitiverweise mit dem ersten

Kronecker-Delta §;, 7 zu eliminieren. Dadurch erhalten wir die Kombination § - d; = 0. Dieses

Skalarprodukt verschwindet in der Coulomb-Eichung V - A =0des Vektorpotentials:

V-AF) =V. Zaq ﬁ?=2* SGeldT Lo vi = q-dg =0.
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Nur zum Verstandnis: Mit diesem Ergebnis konnten wir jetzt die Stérungstheorie-Summe tber [ in

eine Summe uber l_c)l,l_éz und ¢’ umschreiben, wobei alle Summenglieder sofort verschwinden, in
denen |l) nicht genau zwei Teilchen enthilt.

) (UHBCS) .
(BCS|jp|1) = 1—_E<BCS|JP|Z)
. liBCE) !
k1, 0"; Ky —0"|Hy|BCS o
_ Z (1, 0's ez, —0"|Hy >(Bcs|fp|k1,0’;kz,—0')-
Egcs — Eg %,

kikzo

Soweit wollen wir allerdings gar nicht gehen. Stattdessen betrachten wir Grenzfille, wie (>13.8).

13.8 Grenzfall eines konstanten Vektorpotentials
Wir hatten das Vektorpotential fourierzerlegt,

A@) = ) dgeld”.

=

q

Fiir ¢ - 0 wir A (7) offensichtlich rdumlich konstant. Fiir unser Matrixelement

(ky,0'; ky, —0'|H,|BCS) = rr: (k1 Ay %, )(uﬁlvﬁz—ukzvﬁl)

bedeutet dieser Limes offensichtlich kl + k2 - 0 bzw. kz - kl Wegen u_z = ug, v_g = vy folgt in

diesem Limes offensichtlich
(I—C)l, 0',; Ez, _O"|H1|BCS) - 0.
Man beachte, dass das q auf dem Bruchstrich vorne natiirlich nach wie vor die Elektronenladung q =

—e < (ist.

13.9 Verhalten fiir fast konstantes Vektorpotential

Wir beschranken uns fiir diese Analyse auf Impulse nahe der Fermi-Oberflache, also nahe pg, oder in
anderen Worten auf {; < E; =~ A (siehe dazu die Grafik in Abschnitt 12.3). Dann folgt

v —wope = PP 85 [Ea=%a  [EqH<q By =S5
pra T e 2E; 2E; 2E; 2E;

L PR - PR T A PR A PR £
_2\/1+Eﬁ\/1 e 2\/1+E,7\/1 P
fp 5(7 1 6(7 fp 2
2( 2E><1_2Eﬁ)_§<1+255> - 2E>+0(E /)
1 g ¢5 1 $p $G 2 gp q )
_5<1 2E-’+ﬁ>_§<1_ﬁ+ﬁ)+o(f /E) < p a>+0(fﬁ/5ﬁ)
1
zﬁ(fp_fﬁ)-

Im letzten Schritt haben wir E;; = Ez =~ A gendhert. Mit S5=p+§ folgt §5 — &5 = §5 — $;5_5 denn
&5 = —P.

13.10 Phase im BCS-Zustand

Wenn wir die Annahme, dass u;, v; reell sind, verwerfen sollen, kénnen wir
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up = |ugle’®, vy = |vgle¥r

schreiben, wobei |uﬁ bzw. |vﬁ| dann genau die Grofden sind, die wir bisher immer als uz, v

bezeichnet haben. Wir wollen an unserer Notation nichts dndern; wir wollen weiterhin die keine
Betrage schreiben. Wir belassen Ug, Vg also so reell, wie sie immer waren und fiigen die Phasen

stattdessen direkt in die Definition des Zustands ein:
|BCS) = 1—[ (uﬁe“/’u + vzetfr c;;chﬁl) [0) = 1_[ e'Pu (uﬁ + vﬁe‘(%_‘pu) cptchﬁl) |0).
P P

Die totale Phase des |BCS)-Zustands I1; e'®u spielt physikalisch keine groRe Rolle; wir wollen sie nicht
weiter betrachten. Stattdessen belassen wir es bei der relativen Phase ¢ = ¢,, — ¢, und schreiben

|IBCS(¢)) = 1—[ (uﬁ + vﬁei‘/’ C;chﬁl) [0).
P

Dadurch dndert sich nichts an den Ergebnissen unserer bisherigen Herleitungen. Beispielsweise wird
zwar die Definition der Energieliicke A aus Abschnitt 12.1 zu

o— 174 1) pl® — ip
A: AZ uzvp - Az:upvpe Ae'?,
P P

wobei das A am Ende wieder unser altbekanntes, reelles A ist. In der Selbstkonsistenzgleichung aus
(>12.7), mit der wir die Formel A = 2wpe~1/A9(r) hergeleitet haben, dndert sich jedoch nichts, denn
die lautete

A A A Ae'?
A=— _ — Ael‘p - —

zz zz .
= /Az +¢2 peB /IAe“f’l2 +&7

und dies entspricht wieder exakt der alten Gleichung. A = 2wpe~1/49(Er) jst also nach wie vor giiltig.
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14 SUPRALEITER IN LANDAU-THEORIE

14.1 Minimum des Landau-Funktionals — Ortsunabhangig

Ableiten und gleich null setzen von

F[y] = aly|® + Il/)l4 app” + 5 l/)l[) Py*

nach Y oder ¢y * liefert

S W@t b =0, = plat b = 0
=@t bly S = Wlat blyl?) =0

Somit gibt es die beiden Losungen

[yl =0, [l = y—a/b.

14.2 Minimum des Landau-Funktionals — Ortsabhangig

Wir wollen das Funktional

2

Flp@,A@)] = alp@® P + 2 @I +— |(-iv — 2qA)p)| + L8
’ 2 4m 81
nach y(#) minimieren. Dazu wollen wir zunichst den dritten Term expliziter aufschreiben:
L \(civ = 20A)0]" = = (=% — 2q9) - (ivy* — 2q4y")
4m11 AP =~V —2q49) - (iVY qAY
= @(vw VYt + 2iqVyp - Ap* — 2iqAY - Vip* + 4q2A%|P|?)
1 * lq * * q2 12 2
=E(3i¢)(ai¢ )+%Ai(1/’ i — Yoy )+EA [p]=.

Die Minimierung von F beziiglich * liefert uns nun die Euler-Lagrange-Gleichung

oF 3 oF
A ICA)
Wir finden (analog zu (>14.1))

0=

O ap+ bl +-L 40 L
=(4Av)y

oF iq

aim =0; (ﬁ 0y — %Aﬂl’) = —V2¢ -5 ((V A+ (4- V)l/’)

und somit
0= ay + byplp|? + (A V)y + = A21/) - v2¢ + ((v Ay +(A-v)p)
=ay + byY|P|? + m(—vz +2iq(Vv- A) + 4iqA -V + 4q2A2)¢.
Note that the following squared brackets gives precisely the last term of the above equation:

(~iv - 2qA)" = -2 + 2iq (V- A) + 4 V) + 2iqA -V + 4q24
= V2 +2iq(V - A) + 4iqA - V + 4q2 A2,
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Thus, in our case the Euler-Lagrange equation with respect to * reads

@+ b1 +—— (=i — 2q4) 9 = 0
4m 1 o

14.3 Minimum des Landau-Funktionals — Ortsabhdngig — Strom

Den Strom bekommen wir aus der Euler-Lagrange-Gleichung des Vektorpotentials

JoF oF

0=%4, " Y3a)

Da auch das Magnetfeld B; im letzten Term des Landau-Funktionals F von A4; abhéngt, schreiben wir
jenes zunachst um als

B 1 L2 1
5 = 5 V X A) = gEijkEilm(ajAk)(alAm).

(Achtung: Der Index i des Magnetfelds B; steht fiir ,induziert und ist kein Index einer Komponente).
Das komplette Funktional, unter Berticksichtigung der Umformungen aus (>14.2), kénnen wir also
explizit schreiben als

. 2
iq . . q 1
F=-+ _ZmAi(lp 0 — o) + EAiAih/)'Z + %Eijkeilm(ajAk)(alAm)-

Das -+ steht dabei fiir alle Terme, in denen das Vektorpotential A; nicht auftaucht. Die Ableitungen in
den Euler-Lagrange-Gleichungen liefern nun

oF iq ‘3 . ZqZA 5
a—Ai—%('ﬁ i¢_¢i¢)+7 il
0i——=0;| — ———(0/4,) + (0,A)) ————
J a(ain) J 8n6abk6alm<a(ain) (014) + (0pAx) a(ain)
1 1
= %aj (Eajiealm(alAm) + Eabkeaji(abAk)) = Eaj (Eajiealm(alAm))
1 - 1 . ]
= —EEijaaj(V X A)a = —E(V X Bi)i =—Ji

wobei im letzten Schritt die Maxwell-Gleichung V x Ei = 47tj verwendet wurde. Die Euler-Lagrange-
Gleichungen kénnen wir somit als Vektor-Gleichung schreiben als

L g, ~ 2q%
j= o VY — Yy — Al

14.4 Variation der reellen Wellenfunktion
Angenommen, Y sei reell, dann liefern die Euler-Lagrange-Gleichungen ganz analog zu (>14.2) die
Gleichung

3, 1 . .2
ay + by +E(—1V—2qz4) Y = 0.

Setzen wir eine Variation ¥ = 1y, + &y ein, wobei 1 alleine obige Gleichung bereits erfiillt, erhalten
wir

* = (o + 09) = i + 30580 + 0(5Y?)

und somit, bis zur Ordnung &1 und fiir A=0
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0 =a(Po + 8Y) + b3 + 3y36y) + %(—iv)z(@bo +8Y) = adyp + 3byoy — %VZ&P

1
= (a+3byYd)sy = %vz&p.

14.5 Koharenzldange des normalen Zustands

Im normalen Zustand ohne Supraleitung, also ¥, = 0, folgt in einer Dimension, also V — d/dx, aus der
letzten Gleichung aus (>14.4)

5 _ia_z(g PR S ~ erVamax — ptx/¢ 1 1
a ¢_4max2 ltb ltb e =e )] f

 Vama J4m|a|

Man beachte, dass im normalen Zustand a > 0 ist (siehe Abschnitt 14.2), daher kénnen wir in der
Definition der Kohirenzlange ohne weiteres a — |a| ersetzen.

14.6 Koharenzldange des supraleitenden Zustands

Fiir den supraleitenden Zustand i, = \/—a/b mit a < 0 folgt in einer Dimension aus der letzten
Gleichung aus (>14.4)

a 1 02 1
__ - ~ pty8mlalx — ,+V2x/¢ —
(a+ Sb( b)) oY yP— oY = oY ~e e , & el

=-2a=2|al|

14.7 Externes Magnetfeld: Anderung des Landau-Funktionals
Ersetzen wir im Landau-Funktional

b 1 .. .2 B?

— 20 2 1hl4 4+ ——|(—iv — Y

F = aly| +2|¢| +4m|( iV —2qA)y| +8n

aus Abschnitt 14.3 das induzierte Magnetfeld durch das gesamte, §i — B = H + B; und fligen einen
Term —H - §/47r hinzu, erhalten wir
T N O
B2 H-B _ +(H+Bl-) —2H-(H+B))

F= i —

8n 4n 8r
H? +2H-B; + B> —2H* - 2H - B;
+ = e
8n 8n

14.8 Reduzierte Freie Energie |
Mit

b=/, Fi=7/2, B,=BN2H, A:=A/NZH.A,

B a 1 - m m B mb . 4ma? B 1
Vo= M7 (i T Sl Brta T 5 T Jamial

i ma| 1
1 = _—
«t 2q*  2V2q¢

sowie
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folgt V.= 2;'V sowie

b 1 . B?
F= alpl? + 2 1pl* + | (v - 2q4)| + 2
2H232

= adlp|” +> ¢0|¢| +—|( 271V - 2V2H ALqA)¢o¢|

_|lﬁ|2+_|ll~’|4+—’ —leV—gﬁ ,f—zlﬁ’ +?§i2

- 3 -2 a®.
:_|¢| + |z/1| b4m€2|(—i§A;1V—A)¢| +--B?.

———

=lal
Mit —ala| = a? (fiir a < 0) sowie k := 4, /¢ folgt somit
- b 2 1,_4 e 3N\ ~|2 -
Fr=—F =—[d] +5d] +|(-ix 1V - 4) | + B2

14.9 Reduzierte Euler-Lagrange-Gleichungen
Mit denselben Grofien wie in (>14.8) folgt flr die 1 *-Euler-Lagrange-Gleichung

0 = ay + bylYl? + %(—iv — 2qA)"y
= apo + BYRBIIL” + 7 (~i277 — 2V2HAL ) o
R s e R |
=a -3 -a]-2ld[ + \/74 v €219 - 4)
=a[-5P e~ + -5 Lol (-ien 7 -4) 7

. -2 ~  3\2 _
o 0=+l + (- V- 4) ¢
Flr die fT-Euler-Lagrange-Gleichung (also den Strom) folgt

[ e o 2q* 3 -~
=L yrog— oy = 2L Al = L yas (59— 957) - S VEH AR A
= — BT (B0 — V) ~ ey Al

5 ms
= = 21———(¢ VY — V) — A|¢|
q¥o
Man beachte, dass man den Proportionalititsfaktor zwischen];undf auch als
mé
= 8mqéA?
v ’

schreiben kann. Zudem folgt aus den Maxwell-Gleichungen mit B=Vx4

1

Ux(VxA)=4nf o A;Z\/EHCAL’v‘x(VxE)zszf
L

. Vx(VxE):ﬁ
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14.10 Reduzierte Freie Energie |l

Die freie Energie lasst sich nun auch schreiben als

3

F= il + 510l + | (-9 - A) |+ B2
= 451"+ (-7 - 4) )
= 1l + 591"+ (i1 - A) ) (17 - ) ) + B2

Da F in der Landau-Theorie stets unter einem Volumenintegral steht, kénnen wir das V aus der

zweiten Klammer per partieller Integration auf die erste Klammer iibertragen. Das iibertragen des
Vektorpotentials ist ohnehin kein Problem, da es keine Ableitung oder Ahnliches enthilt:

F =l +5 191" + (-7~ A) (-7 - ) ) g + B7
= 1" + 5 13l* + ((~ix1F - 4) ) 5 + B2
Aus der reduzierten Euler-Lagrange-Gleichung
Gpld + (- T-A) F=0 o (—acT-4) §= G-l
Setzen wir dies in F ein, erhalten wir

- ~ 1 . . 2 - - 1 . -
F=—lpl + 510" + (6~ 99) b + B2 = —5 [l + B,

14.11 Keine freie Energiedifferenz beim Kritischen Externen Feld

Wir haben F im Abschnitt 14.1 als Differenz der freien Energie zwischen dem normalen und dem

supraleitenden Zustand definiert. Das heifdt, dass wir fiir H < H, ein negatives F bekommen miissen,
wenn wir den Ordnungsparameter fiir die supraleitende Phase einsetzen, also y = 1, = \/—a/b bzw.
¥ = 1. Und natiirlich sollten wir F = 0 bekommen, falls wir den Ordnungsparameter fiir die normale
Phase einsetzen, also { = 1) = 0. Zusatzlich miissen wir nun aber noch das magnetische Feld

beachten. Fiir den normalen Zustand ist das externe Feld H gleich dem gesamten internen Feld B, dass
im Allgemeinen Superposition aus dem externen Feld und dem induzierten Feld durch supraleitenden
Strome ist:

-

B =H+B,.

Im normalen Zustand ist jedoch §i = Ei =0 also B = H. Zudem ist ¥ = 0. Somit bekommen wir
trivialerweise

- 1 . =
F=—s[9l +B2=o.

Betrachten wir als nédchstes den supraleitenden Zustand. Hier gilt §i =B — H = —H,da es in einem

Supraleiter kein Magnetfeld B gibt. Zudem haben wir, wie bereits erliutert, 1) = 1. Bei H- 170 folgt
somit

- 1,. 5 1 =
F=—E|1/)|2+Bi2=—E+HC2.

Die reduzierten Magnetfelder (sowohl B- als auch H-Felder) haben wir in Abschnitt 14.6 definiert als
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1 — = =
B — H=—~H = H? =
\/ZHC c C

Somit folgt auch fiir die supraleitende Phase bei H,, dass F = 0. Dieses Ergebnis ist natiirlich trivial
und zeigt nichts als die Konsistenz unserer Annahmen und Rechnungen.

soIl}

E.
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